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Le modele d’Ising Curie-Weiss

C'est la version « champ moyen » du modéle d’Ising (qui modélise I'orientation
des particules dans un aimant).
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Le modele d’Ising Curie-Weiss

C'est la version « champ moyen » du modéle d’Ising (qui modélise I'orientation
des particules dans un aimant).

Soit p = (6-1 + 01)/2 (41 : orientation N ; —1 : orientation S).

Le modele d'lsing Curie-Weiss

Le modele d'lsing Curie-Weiss associé a la température T est la donnée de
(X,’f)lgkg,, un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que,
pour tout n > 1,

orientation de la particule k

k _
Vke{l,...,n} Xn = parmi n particules €{-1,1}

et (Xr,...,X") suit la loi de densité

L ex (L(X1+"'+Xn)2>
Z.(T) P \2T n

par rapport a p®"
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Le modele d'lsing Curie-Weiss

Le modele d'lsing Curie-Weiss associé a la température T est la donnée de
(X,’f)lgkg,, un tableau triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que,
pour tout n > 1,
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Le modele d’Ising Curie-Weiss

Soit p=(0_1+d1)/2 et S, = X4 4 X" avec

m L 1 1 X1+ + Xn
(Xr},...,X,,)N Z(T) eXp(2T(7) Hdp Xi)
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Le modele d’Ising Curie-Weiss

Soit p=(0_1+d1)/2 et S, = X4 4 X" avec
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(Xr},...,X,,)N Z(T) eXp(2T(7) Hdp Xi)

Théoréme

e Si T >1 alors

S P
= — 0
N n—+oco
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Le modele d’Ising Curie-Weiss

Soit p=(0_1+d1)/2 et S, = X4 4 X" avec

m L 1 1 X1+ + Xn
(Xr},...,X,,)N Z(T) eXp(2T(7) Hdp Xi)

e Si T >1 alors
Sn P
— — 0.
N n—+oco
e Si T <1 alors il existe m(T) €]0, 1] tel que
Sn
— = (0—m( Om(
n n—>+oo ( T) + )
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-+ X} avec

m L 1 1 X1+ + Xn
(Xr},...,X,,)N Z(T) eXp(2T(7) Hdp Xi)

Théoréme

Soit p = (d_1 +1)/2 et Sp = X} +

e Si T >1 alors
Sn P
— — 0.
N n—+oco

e Si T <1 alors il existe m(T) €]0, 1] tel que

Sn
*(5— (1) + Om(7))-

n n—>+oo

T =1 : température critique
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Soit p=(0_1+d1)/2 et S, = X4 4 X" avec

n £ 1 1 X1+ +Xn
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Soit p=(0_1+d1)/2 et S, = X4 4 X" avec

n £ 1 1 X1+ +Xn
(Xr}w'an)N Z(T) eXp(zT(i) Hdp(X,

Théoréme : fluctuations pour T > 1

eSi T >1 alors

S, ¢ T
\/ﬁnI;N(O’ T—1)'
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Le modele d’Ising Curie-Weiss

Soit p=(0_1+d1)/2 et S, = X4 4 X" avec

n £ 1 1 X1+ +Xn
(Xr}w'an)N Z(T) eXp(zT(i) Hdp(X,

|
.

Théoréme : fluctuations pour T > 1

eSi T >1 alors

S, ¢ T
\/ﬁnI;N(O’ T—1)'

e Si T =1 (cas critique) alors

4
Sn £ c exp (fx—> dx.

n3/4 nosioo 12
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Et pour une mesure p quelconque ?
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Et pour une mesure p quelconque ?

Supposons que p est centrée, « strictement sous-Gaussienne » et de variance
02> 0. Soit S, = X} +--- 4+ X" avec

m £ 1 1 (x4 +x)? .
(X,}7...,Xn) ~ mexp (ﬁ%) Hdp(X,)
i=1
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Et pour une mesure p quelconque ?

Supposons que p est centrée, « strictement sous-Gaussienne » et de variance
02> 0. Soit S, = X} +--- 4+ X" avec

(XE o XD) & exp(1 M)Hdp(x,

Théoréme (Ellis, Newman 1978)

e Si T > o2 alors
Sn L

To?
ﬁnIZN<O’ T—a2>'

o Si T = o? (cas critique) alors il existe A > 0 tel que

£ Cy exp (—)\x4) dx.
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Le modéle d'Ising Curie-Weiss généralisé n'est pas un modele
d’auto-organisation car il dépend de la température T.

Idée : exprimer T comme une fonction des variables aléatoires du modele, de
sorte que, quand n tend vers +00, T converge vers la valeur critique o2 du
modéle.

Nous pouvons montrer que si X}, ..., X" sont distribuées selon le modele
d'lsing Curie-Weiss généralisé associé & T > o2 alors
1)2 2
Rt

—r O .
n n—+o00
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Le modéle d'Ising Curie-Weiss généralisé n'est pas un modele
d’auto-organisation car il dépend de la température T.

Idée : exprimer T comme une fonction des variables aléatoires du modele, de
sorte que, quand n tend vers +00, T converge vers la valeur critique o2 du
modéle.

Nous pouvons montrer que si X}, ..., X" sont distribuées selon le modele
d'lsing Curie-Weiss généralisé associé & T > o2 alors
1)2 2
Rt

—r O .
n n—+o00

Nous allons donc remplacer T par (x{ 4 - - - + x2)/n dans la loi du modgle
d’lsing Curie-Weiss généralisé, i.e.,

1W<1m+me)ﬁ®M)

2T n
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Nous obtenons alors la loi

1 1(0a+-+x )
Zexp (5)(12_"_7 Hdp(xl

Un modéle de Curie-Weiss de Criticalité Auto-Organisée



Le modeéle de Curie-Weiss de SOC

Nous obtenons alors la loi
1 1(0a+-+x
7 &P (§X12+7) H dp(xi)

qui cette fois ne dépend plus d'aucun paramétre extérieur.
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Nous obtenons alors la loi

1 (1(X1+-
— exp

“+ Xn) )
B dp(xi
Z, 2 x24 - H plxi)
qui cette fois ne dépend plus d'aucun paramétre extérieur
Heuristique : 3 I'infini, x? +

-4 x2 « se rapproche » de nc?
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Nous obtenons alors la loi

1 1(0a+-+x
7 &P (§X12+7) H dp(xi)
qui cette fois ne dépend plus d'aucun paramétre extérieur.

Heuristique : 3 l'infini, x? + - - - + x2 « se rapproche » de no? donc

1 1(xi+ -+ xn) )

i S N eV do(x;
Znexp<2 X2+ H p(xi)
« se rapproche » de

1 1 (Xl + Xn
7 exp (?7> Hdp X;)
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Nous obtenons alors la loi

1 1(0a+-+x
7 &P (§X12+7) H dp(xi)
qui cette fois ne dépend plus d'aucun paramétre extérieur.

Heuristique : 3 l'infini, x? + - - - + x2 « se rapproche » de no? donc
1 1(x+- + Xn) )
= e dp(xi
3o (30 o)

« se rapproche » de

1 1 (Xl + Xn
ZGXP (ﬁ7> Hdp X,

et donc la somme S, des variables du modéle se comporte de facon critique :
Sa/n*/* - G exp (—)\x4) dx.
n——+o0o
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Soit p une mesure de probabilité sur R qui n'est pas do.

Le modele de Curie-Weiss de SOC

Le modéle de Curie-Weiss de SOC est la donnée de (X¥)1<k<, un tableau
triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que, pour tout n > 1,
(Xr,...,X") suit la loi de densité

(x X)n—%iex (1(X1+”'+X")2)
o) T g P g

par rapport a p®”,
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Le modele de Curie-Weiss de SOC

Le modéle de Curie-Weiss de SOC est la donnée de (X¥)1<k<, un tableau
triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que, pour tout n > 1,
(Xr,...,X") suit la loi de densité
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par rapport a p®", avec
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Il s’agit d'un modeéle d'équilibre de particules auto-organisée en interaction.
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Il s'agit d'un modeéle d'équilibre de particules auto-organisée en interaction. De
plus il a un comportement critique : le méme que le modéle d'lsing Curie-Weiss
généralisé critique.
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Le modele de Curie-Weiss de SOC

Le modéle de Curie-Weiss de SOC est la donnée de (X¥)1<k<, un tableau
triangulaire infini de variables aléatoires réelles tel que, pour tout n > 1,
(Xr,...,X") suit la loi de densité

(x X)n—%iex (1(X1+”'+X")2)
o) T g P g

par rapport a p®", avec

1(X1+"'+Xn)2) .
Zn = —— dp(xi).
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Il s'agit d'un modeéle d'équilibre de particules auto-organisée en interaction. De
plus il a un comportement critique : le méme que le modéle d'lsing Curie-Weiss
généralisé critique. En effet :

Matthias Gorny Un modéle de Curie-Weiss de Criticalité Auto-Organisée
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Théoreme (Cerf, Gorny 2013)

Soit p une mesure de probabilité réelle symétrique vérifiant
v >0 /exp (voxz) dp(x) < +o0.
R

Soit Sp = X!+ .-+ X" avec

c 1 (;(xl+»»-+xn)2

X X))~ =
X, Xa) > Zew 35 ae
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Théoreme (Cerf, Gorny 2013)

Soit p une mesure de probabilité réelle symétrique vérifiant

v >0 /exp (voxz) dp(x) < +o0.
R
Soit Sp = X!+ .-+ X" avec

c 1 (1(xl+~-+xn)2
Z P\ et e

Xy s X0) S ) 7).
( ns ) n) 2 X12—|—+X3 dp(X)

Alors

Matthias Gorny Un modéle de Curie-Weiss de Criticalité Auto-Organisée



Le modeéle de Curie-Weiss de SOC

Théoreme (Cerf, Gorny 2013)

Soit p une mesure de probabilité réelle symétrique vérifiant
v >0 /exp (vox2) dp(x) < +o0.
R

Soit Sp = X!+ .-+ X" avec

c 1 (;(xl+»»'+xn)2

X X))~ =
X, Xa) > Zew 35 ae

Alors S
P
= 0
n n—+oo

Si de plus p admet une densité alors

1/4 4
Ha _ _Sn £ Cexp (—X—> dx,
—00

oll o2 et ju4 désignent les moments d'ordre 2 et 4 de p.
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Outils pour la démonstration de ce théoréeme :
e Grandes déviations.

e Etude de la transformée de Cramér

(x,y) € R’ — sup {xu +yv—In / et dp(z) } .
R

u,veR

e Méthode de Laplace (généralisée aux mesures de probabilités).
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