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Marche aléatoire branchante

Description du modéle

espace —

@ Unique individu en 0 a l'instant
0.

@ A sa mort, donne naissance a
des enfants autour de lui.

temps
0 P @ De facon indépendante, chaque

enfant se reproduit a son tour.

@ Le processus continue ainsi,
génération aprés génération.

@ On s'intéresse a l'individu
réalisant le plus grand
déplacement.
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Marche aléatoire branchante

Quelques notations

espace :
tions

@ Soit x un individu.

@ V/(x) représente sa position.
V() X o |x| la génération a laquell
%) x| la génération a laquelle x
appartient.

@ xi est |'ancétre de x vivant a la
génération k.
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Mécanisme de reproduction

Soit (L, k > 0) une suite de lois de processus de points sur R, i.e.
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des mesures de probabilité sur U R".
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Loi de la marche branchante

Mécanisme de reproduction

Soit (L, k > 0) une suite de lois de processus de points sur R, i.e.
“+o0o

des mesures de probabilité sur U R".
n=0

Definition

Une marche aléatoire branchante de loi de reproduction (L) est la
donnée de

@ un arbre généalogique T ;
@ pour chaque individu x € T, sa position V(x) € R ;

@ les déplacements relatifs (V(y) — V(x), y enfant de x) sont
indépendants les uns des autres ;

e si |x| =n, (V(y) — V(x),y enfant de x) est de loi L.
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Quelques notations additionnelles

Soit (¢, n < N) de loi L.
Transformée de log-Laplace
N k
V0 >0, kk(f)=IlogE (Z e(’w")

n=1

4

Transformée de Cramér

VaeR, ki(a)=sup(fa— rk(0))
0>0

Propriété

Si a = k) (0) alors kj(a) = 0a — k().
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Lemme (Many-to-one)

Soit (0,) € RY, on pose (Xx) des variables aléatoires
indépendantes vérifiant

E(f(Xk)) =E zNj f(£x)elxbu=rx(0)

n=1
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Lemme (Many-to-one)

Soit (0,) € RY, on pose (Xx) des variables aléatoires
indépendantes vérifiant

E(f(X) = E li f(ﬂk)eekfk“k”“]

n=1

et Sy =X1+ -+ Xk
Pour toute fonction mesurable g, on a
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Transformation d'Abel

On pose ay := k) (0k) = E(Xk) et :S'; = Si — E(Sk).

E| > a(V(x),j<n)

x|=n
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Transformation d'Abel

On pose ay := k) (0k) = E(Xk) et :S'; = Si — E(Sk).

E| > a(V(x),j<n)

x|=n

=K |:e ZJ"’:I ej)qfﬁj(ej)g(sj’j < n):|
_ e L %m0) g [e— Yt g(s, i < n)}

n *

D SN TE {e—engn—&-Zf1(91—91—1)§J'g(5j7j < n)]

Bastien Mallein Marche aléatoire branchante en temps inhomogéne 07/04/2014 10 / 86



Premier ordre

© Trajectoire de I'individu le plus a droite

Bastien Mallein Marche aléatoire branchante en temps inhomogéne



Premier ordre

Marche aléatoire branchante en temps inhomogene

Définition

Soit (L¢, t € [0,1]) une famille de lois de processus de points telle
que (k¢(0),t € [0,1],0 > 0) € C12.

La marche aléatoire branchante de longueur n avec processus de
reproduction (Ly/n, k < n) est appelée marche aléatoire
branchante en temps inhomogéne.
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Définition

Soit (L¢, t € [0,1]) une famille de lois de processus de points telle
que (k¢(0),t € [0,1],0 > 0) € C12.

La marche aléatoire branchante de longueur n avec processus de
reproduction (Ly/n, k < n) est appelée marche aléatoire
branchante en temps inhomogéne.

Plus grand déplacement

On note M, = max|,|—, V(x).
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Nombre d’'individus suivant un chemin donné

Soit (ar)sefo,1 un chemin, et 0 tel que x3(0:) = a¢.
On calcule le nombre d'individus qui suivent le chemin ([ asds).
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E Z 1{| V(Xj)_zj,::o af/n|§\/57j§”}

|x|=n
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B | 2 M-Syl vaien)
x|=n
— e_ Ej:l H}‘/"(aj/n) E e_915”+z_,‘:1(ej/n_ejfl/n)sjl{max ,§J|Sﬁ}:|
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Soit (ar)sefo,1 un chemin, et 0 tel que x3(0:) = a¢.
On calcule le nombre d'individus qui suivent le chemin ([ asds).

|Z l{lv XJ i= Oaf/n|§\/ﬁ7j§n}

n * P n
_ _E':IH' (aj/n) _915”""2‘ J/n 0 1/'7)5 ~
=e ~m R e . L max 31< 7}

_ —nfo k¥ (as)ds+0(+/n)
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Premier ordre

Nombre d’'individus suivant un chemin donné

Soit (ar)sefo,1 un chemin, et 0 tel que x3(0:) = a¢.
On calcule le nombre d'individus qui suivent le chemin ([ asds).

Propriété

Il existe des individus qui suivent le chemin ([ asds) ssi

t
Vi € [0,1], / K% (as)ds < 0.
0
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Premier ordre

Un résultat d’analyse convexe

Lemme
Il existe un unique (a;, t € [0, 1]) solution du probléeme

d’optimisation

1 ¢
max {/ beds : Vt < 1,/ Ke(bs)ds < 0} :
0 0

De plus
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Un résultat d’analyse convexe

Lemme
Il existe un unique (a;, t € [0, 1]) solution du probléeme

d’optimisation

max{/ beds Vt<1/ b)ds<0}

De plus
@ 0 est croissante,
° fo (as)ds =0,

e O constant sur {t €1[0,1] : f4 k%(as)ds < 0}
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Le plus grand déplacement

Théoreme

Soit a la solution du probleme d’optimisation ci-dessus. Si 6 admet
une dérivée Riemann-intégrable, on a

2/3

Mn:n/lasds+n1/3/lA<ésas>
0 0

1/3
21730, ds+o(n*/?) p.s.

ot 02 = 92k¢(0;), et A~ —2,3381... est le premier zéro de la
fonction d'Airy de premiére espéce.
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Une estimée a la Mogul’skii

Lemme

Soit S Ia marche aléatoire définie par le Lemme 2.1, et
f,g:[0,1] = RU {400} une fonction Riemann-intégrable, on a

) 1
lim ——s

1\ 4. ¢
logE |en > i1 bimSiimg
n—+00 n1/3

{Ejsmﬂ@/ndgnﬂ

1 A
— A /3
/0 0oty + 5175 (Bs0rs 05,

v
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Par conséquent, on a

B | 2 Mvpn st ssg, ) Vo0 s nisnc)

|x|=nt
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Par conséquent, on a

E 1 . 1 t
X|z:nt {V(x])gnfé/" asds+n1/3f}/n} {V(X)anO asds+n1/3f(t)}
ot = 1 nt 5 &
o n [o KE(as)ds ~OeSnet D 0i/nSiq
~ e 0 E {e J l{Sanl/:’)fJ’_/n}l{sntznl/?’ft}
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Par conséquent, on a

B | 2 Mvpn st ssg, ) Vo0 s nisnc)

|x|=nt

~t = 1 nt 5 =
 —n | kX(as)ds —0:Sne+1 5" 6;/nSiq
~ e b E {e j=1%/n 11{5.<n1/3f-/ }l{sntznl/?)ft}

. 2/3
~ ’”fo k5 (as)d exp{ 1/3< Htf't+/ O.f. + 14/3 (9505)/ ds)}.
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Par conséquent, on a

B | 2 Mvpn st ssg, ) Vo0 s nisnc)

|x|=nt

~t = 1 nt 5 =
 —n | kX(as)ds —0:Sne+1 5" 6;/nSiq
~ e b E {e j=1%/n 11{5.<n1/3f-/ }l{sntznl/?)ft}

. 2/3
~ ey Fi(as)d eXp{ 1/3< 0tﬂ+/ 0.1, + f)3 (9505)/ dsﬂ.

La solution de I'équation différentielle

t A . \2/3
et)/t = /0 Hsys + m (9505) ds

t A(bs05)?/3 d

est fy = 21730,
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Tous pour un, un pour tous

Merci de votre attention

Bastien Mallein Marche aléatoire branchante en temps inhomogéne 07/04/2014



	La marche aléatoire branchante
	Le Lemme Many-to-one
	Trajectoire de l'individu le plus à droite

