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Le modeéle

Sur chaque site de Z,
@ des graines tombent suivant un processus de Poisson de parameétre 1;

@ des allumettes tombent suivant un processus de Poisson de paramétre
A
Regles
@ quand une graine tombe sur un site vide, un arbre apparait
instantanément ;

@ quand une allumette tombe sur un site i occupé, un feu démarre :
I'arbre i reste en feu pendant un temps () puis se propage a ses
deux voisins et en s'éteignant (il peut alors recevoir une graine),

@ quand une allumette tombe sur un site vide ou qu'une graine tombe
sur un arbre, rien ne se passe.
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Le modéle

Un dessin

Le modeéle a été introduit en 1992 par DROSSEL et SCHWABL. Il
modélise trés mal les phénomenes de feux de foréts !
En revanche, en dimension 2, remplacons

o "site vide" — "individu sain",
o "site occupé" — "individu en période d'incubation",
o "arbre en feu" — "individu malade"

et on obtient un modeéle de propagation d'une maladie (utilisé par exemple
en 1996-1997 pour modéliser la propagation de la rougeole dans une fle
norvégienne)
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Le modeéle a été introduit en 1992 par DROSSEL et SCHWABL. Il
modélise trés mal les phénomenes de feux de foréts !
En revanche, en dimension 2, remplacons

o "site vide" — "individu sain",
o "site occupé" — "individu en période d'incubation",
o "arbre en feu" — "individu malade"

et on obtient un modeéle de propagation d'une maladie (utilisé par exemple
en 1996-1997 pour modéliser la propagation de la rougeole dans une fle
norvégienne)

Avantages :

@ modele simple,

e exemple de self-organized criticality system (SOC)
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Un dessin

SOC en quelques mots

Les SOC ont été introduits en 1987 par BAK, TANG et
WIESENFELD pour expliquer et classer certains phénoménes naturels
(fractals, 1/f-noise...).
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Le modéle

Un dessin

SOC en quelques mots

Les SOC ont été introduits en 1987 par BAK, TANG et
WIESENFELD pour expliquer et classer certains phénoménes naturels
(fractals, 1/f-noise...).

Idée : les interactions sont locales jusqu'a un temps critique t., a partir
duquel une perturbation locale a des interactions & longue portée. (tas de
sable, tremblements de terre,...)
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Le probleme

Le probleme

Décrire |'asymptotique quand A — 0 et m — 0.

Remarque

Si on fait A — 0 sans changement d'échelle on obtient un processus de
croissance sans feux.

o |l faut "régler" (accélérer) le temps pour voir un comportement
critique.

@ Peut-on trouver un processus limite, dans des échelles correctes de
temps et d'espace ?

o Quelle est la taille typique des foréts en fonction de A et 7 (ils
tendent vers I'infini quand A — 0 mais a quelle vitesse ?)



Changement d’échelle,
Transition de phase
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Chaque site est occupé avec probabilité 1 — e™*. Donc, en I'absence

d’allumettes, la forét qui contient 0 est de la forme {G,..., D}, ot G et D

sont de loi géométrique de paramétre e~ *.

A l'instant t, les foréts ont une taille de I'ordre de
E[G(e™")] = €.

De plus, chaque amas briile avec taux
A x (sa taille).

Donc pour que I'amas qui contient 0 briile au bout d'un temps de I'ordre
de 1, il faut accélérer le temps par un facteur ay = log(1/)).

Ax e =1.
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On souhaite alors que en gros, 1 allumette tombe par unité d'espace par
unité de temps. Puisque sur chaque site, une allumette tombe avec taux A,
et qu’on utilise une échelle de temps de |'ordre de ay, on doit considérer
une unité d'espace de |'ordre de

=[] = st

On va identifier, par exemple,

[0;a\T] avec [0; T]
et {0,...,n\} CZ avec [0;1] C R

En résumé

Le point (7, t) devient le point (i/ny, t/ay) ou de maniere équivalente, le
point (|nxx|,axt) devient le point (x, t).



Feux microscopiques et
macroscopiques

(pour A petit, 7 grand)

Jean-Maxime Le Cousin These dirigée par Nicolas Fournier Un processus de feu de forét.



Feux macroscopiques

Un arbre reste en feu en moyenne pendant un temps 1/7. Donc un feu
met un temps “> pour parcourir une composante de taille njy.



Feux macroscopiques

Un arbre reste en feu en moyenne pendant un temps 1/7. Donc un feu
met un temps “> pour parcourir une composante de taille njy.
On doit comparer ce temps au temps caractéristique ay.



Feux macroscopiques

Un arbre reste en feu en moyenne pendant un temps 1/7. Donc un feu
met un temps “> pour parcourir une composante de taille njy.
On doit comparer ce temps au temps caractéristique ay.

On suppose que
ny
—— = pe|o,
e [0, oc]

) 1
Rappel : a’;—*ﬂ ~ NTog(i/NE



Feux macroscopiques

Un arbre reste en feu en moyenne pendant un temps 1/7. Donc un feu
met un temps “> pour parcourir une composante de taille njy.
On doit comparer ce temps au temps caractéristique ay.

On suppose que
ny
—— = pe|o,
e [0, oc]

. n 1
Rappel : aTATr ~ XTog(i/N)Er
Plus p est petit, plus le temps que met un feu a briiler une composante de
taille ny, est petit et plus le feu se propage rapidement.
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Feux microscopiques

Si une allumette tombe dans une zone qui contient un nombre N < n) de
sites, alors (aprés changement d'échelle), le feu se propage en un temps

N ny

L — ~p.
a)m a)T

A la limite, le feu se propage instantanément.
De plus, la zone vidée met un certain temps a se re-remplir : cela crée une
barriére.
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Processus limite pour p =0

t

e allumette



Théoreme

Quand A — 0 et m — o0, dans les différents régimes, on a une convergence
en probabilité du processus des feux de foréts vers le processus limite.



Transition de phase

On en déduit le corollaire suivant, qui établi rigoureusement (mais trés
faiblement) un résultat des physiciens Drossel-Clar-Schwabl 1992-1993,
Grassberger 2002, Dhar 2006, ...)

Corollaire

Retour aux échelles de temps initiales : quand A — 0, m — oo, pour
t > 3log(1/X) (OK a I'équilibre), la densité de la loi de la taille de I'amas
qui contient O est de la forme (en trés trés gros) :

—a — [o] X
() log(i/) L xeton/aly + b log(1/X)e 8N D )

Le premier morceau est la densité de (1/A\)? si Z uniforme sur [0;1].

(On démontre des encadrements uniformes en temps).



Processus limite

Fin de I'exposé
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