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Épisode 1 : Percolation de Bernoulli
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Dé�nition

Percolation de Bernoulli

G � pV,Eq, p P r0, 1s.

Con�guration : ω P t0, 1uE .
ωpeq � 1 Ñ l'arête e est
ouverte.

chemin ouvert : chemin dont
toutes les arêtes sont ouvertes.

ωpeq � 0 Ñ l'arête e est fermée.

Cluster : composante connexe de
pV,Arêtes ouvertesq.

On note PG
p la mesure de percolation de paramètre p sur t0, 1uE .
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Soit G un graphe in�ni.

De�nition

θppq � PG
p r0 Ø8s

0 Ø8 : le cluster de 0 est
in�ni.

p0 1

θ(p) = 0 θ(p) > 0

pc(Z
d)
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Dé�nition de la transition de phase

Que vaut pc ?
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Transition de phase

Dé�nition de la transition de phase

Percolation sur le réseau carré

Théorème [Kesten, 1980]

pcpZ2q � 1

2
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Dé�nition de la transition de phase

θppcq ?
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Transition de phase

Comportement critique

Théorème [Russo, 1980]

Pour G � Z2,
θ ppcpGqq � 0.

Théorème [Hara-Slade, 1990]

Pour G � Zd, d ¥ 19,

θ ppcpGqq � 0.

Théorème [Barsky-Grimmett-Newman, 1991]

Pour G � Zd �N, d ¥ 1,

θ ppcpGqq � 0.

Conjecture

Pour G � Zd, d ¥ 2,
θ ppcpGqq � 0.
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LE GRAAL !

Pour G � Z3,

θppcpGqq � 0.
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Commençons par une tranche

Théorème

Pour G � Z2 � t0, . . . , ku,
θ ppcpGqq � 0.

Motivation :

Théorème [Grimmett-Marstrand (1990)]

lim
kÑ8

pc
�
Z2 � t0, . . . , ku� � pc

�
Z3
�
.
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Comportement critique

Épisode 2 : Percolation FK sur le réseau
carré Z2
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Percolation FK sur Λn

PΛn
p

,q

tωu � popωqp1� pqfpωq

qkpωq

.

Λn � t�n, . . . , nu2,
0 ¤ p ¤ 1, q ¥ 1

Con�guration : ω P t0, 1uE .
Arête ouverte : ωpeq � 1.
ë opωq � |Arêtes-ouvertes|.
Arête fermée : ωpeq � 0.
ë fpωq � |Arêtes-fermées|.
Cluster : Composante connexe
du graphe pV,Open-edgesq.
ë kpωq � |Clusters|.

Percolation FK sur Z2

PΛn
p,q

ΛnÕZ2ÝÝÝÝÝÑ PZ
2

p,q
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De�nition

θpp, qq � PZ
2

p,q r0 Ø8s

p0 1pc(q)

θ(p, q) = 0 θ(p, q) > 0

Théorème [V. Be�ara, H. Duminil-Copin, 2012]

Pour tout q ¥ 1, we have

pcpqq �
?
q

1�?
q
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Comportement critique

Conjecture [Baxter, 1978]

Si q ¤ 4, alors
θppcpqq, qq � 0.

Si q ¡ 4, alors
θppcpqq, qq ¡ 0.
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Point critique

Comportement critique

Théorème

Si q ¤ 4, alors
θppcpqq, qq � 0.

Déjà connus :

Cas q � 1 (percolation de Bernoulli) [Russo, 1980].

Cas q � 2 (couplage avec le modèle d'Ising) [Onsager 1944, Yang

1951].

Conjecture [Baxter, 1978]

Si q ¡ 4, alors
θppcpqq, qq ¡ 0.

Déjà connu :

Cas q ¡ 25.92 [Laanait, Messager, Miracle-Solé, Ruiz, Shlosman, 1991]
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Épisode 3 : Modèle de Potts sur le réseau
carré Z2
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Modèle de Potts

Potts model [Potts-Domb, 1951]
De�nition : On se donne q couleurs 1, . . . , q. (1=rouge)
On colorie tout le monde en dehors de Λn en rouge.
Pour x dans la boîte Λn, on tire au hasard une couleur σpxq P t1, . . . , qu.

P1
Λn,T,q

rtσus ∝ exp

�
�

1

T
Hpσq



où Hpσq �

¸
z,z1PΛn

|z�z1|�1

1σpzq�σpz1q

De�nition : θpT q � lim
nÑ8

P1
Λn,T,q

rσp0q � 1s � 1{q.

T   Tc, θpT q ¡ 0 T � Tc T ¡ Tc, θpT q � 0
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On colorie tout le monde en dehors de Λn en rouge.
Pour x dans la boîte Λn, on tire au hasard une couleur σpxq P t1, . . . , qu.

P1
Λn,T,q

rtσus ∝ exp

�
�

1

T
Hpσq



où Hpσq �

¸
z,z1PΛn

|z�z1|�1

1σpzq�σpz1q

De�nition : θpT q � lim
nÑ8

P1
Λn,T,q

rσp0q � 1s � 1{q.

T   Tc, θpT q ¡ 0 T � Tc T ¡ Tc, θpT q � 0
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Modèle de Potts critique, T � Tc

q � 2 q � 3 q � 4

q � 5 q � 6 q � 7





Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)

Edges

Configurations

Measures



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)

Edges

Configurations

Measures

G∗ = (V ∗, E∗)



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

G∗ = (V ∗, E∗)



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

E∗:=pairs of
neighbour faces

G∗ = (V ∗, E∗)



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

e

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

e ∈ E

E∗:=pairs of
neighbour faces

G∗ = (V ∗, E∗)



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

e∗

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

e∗ ∈ E∗

unique edge of E∗

E∗:=pairs of
neighbour faces

crossing e.

G∗ = (V ∗, E∗)

e ∈ E



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

ω ∈ {0, 1}E

E∗:=pairs of
neighbour faces

G∗ = (V ∗, E∗)

e∗ ∈ E∗

unique edge of E∗

crossing e.

e ∈ E



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

ω ∈ {0, 1}E ω∗ ∈ {0, 1}E∗

ω∗(e∗) := 1− ω(e)

E∗:=pairs of
neighbour faces

G∗ = (V ∗, E∗)

e∗ ∈ E∗

unique edge of E∗

crossing e.

e ∈ E



Percolation critique

Modèle de Potts

Duality

Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
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Duality for a �nite Planar graph

PRIMAL DUAL

Graphs

finite planar graph

G = (V,E)
V ∗:=faces(G)

Edges

Configurations

Measures

ω ∈ {0, 1}E

ω∗ ∼ FKG∗
p,q

ω∗ ∈ {0, 1}E∗

ω∗(e∗) := 1− ω(e)

E∗:=pairs of
neighbour faces

G∗ = (V ∗, E∗)

e∗ ∈ E∗

unique edge of E∗

crossing e.

e ∈ E

ω ∼ FKG
p,q

p =
√
q

1+
√
q
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Boundary conditions

Λn � t�n, . . . , nu2 � Z2, ω con�guration on Λn.

Free boundary conditions

Number of clusters : kfreepωq.

Pf
Λn,p,q rωs �

1

Z

�
p

1� p


opωq

qkfreepωq.

Wired boundary conditions

Number of clusters : kwiredpωq.

Pw
Λn,p,q rωs �

1

Z

�
p

1� p


opωq

qkwiredpωq.
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Boundary conditions

Λn � t�n, . . . , nu2 � Z2, ω con�guration on Λn.

Free boundary conditions

Number of clusters : kfreepωq.

Pf
Λn,p,q rωs �

1

Z

�
p

1� p


opωq

qkfreepωq.

ΛnÕZ2ÝÝÝÝÝÑ In�nite volume
measure : Pf

p,q

Wired boundary conditions

Number of clusters : kwiredpωq.

Pw
Λn,p,q rωs �

1

Z

�
p

1� p


opωq

qkwiredpωq.

ΛnÕZ2ÝÝÝÝÝÑ In�nite volume
measure : PZ

2

p,q
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