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Rappels sur les EDSRs

EDSR : cas général

Yt = ξ +

∫ T

t

ψ(s,Ys ,Zs)ds −
∫ T

t

ZsdWs , ∀t ∈ [0,T ]

Une solution de cette équation est un couple (Y ,Z) tel que :

I Y et Z sont progressivement mesurables

I P-p.s. :

Yt = ξ +

∫ T

t

ψ(s,Ys ,Zs)ds −
∫ T

t

ZsdWs , 0 ≤ t ≤ T
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Rappels sur les EDSRs : le cadre monotone

Yt = YT +

∫ T

t

ψ(s,Ys ,Zs)ds −
∫ T

t

ZsdWs , ∀0 ≤ t ≤ T < +∞

Hypothèses :

I ψ est Mψ-Lipschitz en y and z

I ψ est monotone en y : ∃µ > 0, ∀y1, y2 ∈ R,

(ψ(s, y1, z)− ψ(s, y2, z)).(y1 − y2) ≤ −µ|y1 − y2|2

I |ψ(t, 0, 0)| ≤ K

Théorème (Briand-Hu 1998)

Il existe une unique solution (Y ,Z) à l'EDSR précédente, tel que Y est un
processus adapté continu et borné, Z progressivement mesurable,
E
∫ T
0
|Zs |2ds < +∞, i.e. Z ∈M 2,

|Yt | ≤
Mψ

µ
.
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Rappels sur les EDSR ergodiques

Qu'est ce qu'une EDSR ergodique ?

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds −

∫ T

t

Z x
s dWs , ∀0 ≤ t ≤ T < +∞

Solution

⇒ triplet (Y x
t ,Z

x
t , λ) à valeurs dans R× R1×k × R
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Méthode générale pour construire une solution

Considérer l'EDSR monotone suivante en horizon in�ni : α > 0

Y α,x
t = Y α,x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

α,x
s )− αY α,x

s ]ds −
∫ T

t

Zα,xs dWs

On dé�nit :

vα(x) = Y α,x
0

Obtenir de "bonnes" estimées sur vα :

α|vα(0)| ≤ Mψ

|vα(x)− vα(y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)

|vα(x)− vα(y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)|x − y |
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Méthode générale pour construire une solution

Extraction diagonale en α :

αvα(0) −→ λ

vα(x)− vα(0)→ v(x)

Passer à la limite en α :

vα(X x
t )− vα(0)→ Y x

t

Zα,xt → Z x
t

αvα(0)→ λ
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Rappel sur les EDSR ergodiques : cadre in�ni dimensionnel

X x
t = x +

∫ t

0

AX x
s + F (X x

s )ds +

∫ t

0

GdWs , t ≥ 0;

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds −

∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞.

Fuhrman, Hu, Tessitore (2007)

I hypothèse de stricte dissipativité, ∃η > 0, ∀x , y ,
< Ax + F (x)− Ay − F (y), x − y > ≤ −η|x − y |2

⇒ résultat important : |X x
t − X y

t | ≤ e−ηt |x − y |
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Rappels sur les EDSR ergodiques : cadre in�ni dimensionnel

X x
t = x +

∫ t

0

AX x
s + F (X x

s )ds +

∫ t

0

GdWs , t ≥ 0;

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds −

∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞.

Debussche, Hu, Tessitore (2010)

I hypothèse de faible dissipativité :
∃η > 0, ∀x , y , < Ax − Ay , x − y >≤ −η|x − y |2
F est Lipschitz bornée et Gâteaux di�érentiable

⇒ résultat important "Basic Coupling Estimate" : ∀φ ∈ Bb,
|Pt [φ](x)−Pt [φ](y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)e−η̂t ||φ||∞
où Pt [Φ](x) = EΦ(X x

t ).
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Rappels sur les EDSR ergodiques : cadre �ni dimensionnel
G = {φ > 0} un sous ensemble convexe borné de Rd dans lequel X x

t est
ré�échi.


X x
t = x +

∫ t

0

f (X x
s )ds +

∫ t

0

σ(X x
s )dWs +

∫ t

0

∇φ(X x
s )dK x

s , t ≥ 0;

K x
t =

∫ t

0

1{Xx

s
∈∂G}dK

x
s , K x

· est croissant;

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds +

∫ T

t

[g(X x
s )− µ]dK x

s

−
∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞.

2 sortes de solutions

I (Y ,Z , λ) si µ est donné ;

I (Y ,Z , µ) si λ est donné.

10 / 26



Rappels sur les EDSRs
X x
t = x +

∫ t

0

f (X x
s )ds +

∫ t

0

σ(X x
s )dWs +

∫ t

0

∇φ(X x
s )dK x

s , t ≥ 0;

K x
t =

∫ t

0

1{Xx

s
∈∂G}dK

x
s , K x

· is non decreasing;

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds +

∫ T

t

[g(X x
s )− µ]dK x

s

−
∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞.

Richou (2009)

I G un sous ensemble convexe borné de Rd ;

I X x
t ré�échi dans G ;

I hypothèse de stricte dissipativité, ∃η > 0, ∀x , y ,

<f (x)− f (y), x − y > +
1

2
Tr[(σ(x)− σ(y))t(σ(x)− σ(y))] ≤ −η|x − y |2.

− η + Kψ,zKσ < 0.

⇒ résultat important : |X x
t − X y

t | ≤ e−ηt |x − y | (lorsque σ est constante)
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EDSR ergodiques : cadre de travail

Cadre de travail

I G un convexe de Rd ;

I (X x
t )t≥0 est ré�échie dans G ;

I hypothèse de faible dissipativité, f = d + b, :
I d est strictement dissipatif : ∃η > 0, ∀x , y ,

(d(x)− d(y)).(x − y) ≤ −η|x − y |2, localement Lipchitz et à croissance
polynômiale ;

I b est mesurable borné B ;

I σ est Lipschitz, inversible, σ et σ−1 sont bornées ;

I ψ(x , 0) bornée, (x , z)→ ψ(x , z) est Lipschitz en z .

12 / 26



EDSR ergodique : Existence

Problème initial : condition de Neumann au bord nulle
X x
t = x +

∫ t

0

(d + b)(X x
s )ds +

∫ t

0

σ(X x
s )dWs +

∫ t

0

∇φ(X x
s )dK x

s , t ≥ 0;

K x
t =

∫ t

0

1{Xx

s
∈∂G}dK

x
s , K x

· is non decreasing;

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds −

∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞.

devient

Problème pénalisé

X x,n
t = x +

∫ t

0

(d + Fn + b)(X x,n
s )ds +

∫ t

0

σ(X x,n
s )dWs .

Y x,n
t = Y x,n

T +

∫ T

t

[ψ(X x,n
s ,Z x,n

s )− λn]ds

−
∫ T

t

Z x,n
s dWs , 0 ≤ t ≤ T < +∞.

13 / 26



Méthode de pénalisation du domaine, rappels

Terme de pénalisation

Fn(x) = −2n(x − Π(x)), ∀x ∈ Rd

Propriété de Fn

I Fn est 0-dissipative =⇒ d + Fn est η-dissipative
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Lemmes

Propriété de bornitude du processus dissipatif

E|X x,n
t |2 ≤ C(1 + |x |2e−2ηt)

Lemme : "Basic coupling estimate"

Il existe C > 0 et µ > 0 tel que ∀Φ ∈ Bb(Rd ),

|Pn
t [Φ] (x)−Pn

t [Φ] (y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)e−µt |Φ|0

où Pt [Φ](x) = EΦ(X x,n
t ).
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Approche classique : transformer l'EDSR ergodique en une EDSR en horizon
in�ni

Penalized problem

X x,n
t = x +

∫ t

0

(d + Fn + b)(X x,n
s )ds +

∫ t

0

σ(X x,n
s )dWs .

Y x,α,n
t = Y x,α,n

T +

∫ T

t

[ψ(X x,n
s ,Z x,α,n

s )− αY x,α,n
s ]ds

−
∫ T

t

Z x,α,n
s dWs , 0 ≤ t ≤ T < +∞.

On dé�nit

vα,n(x) := Y x,α,n
0

le Basic coupling estimates implique que :

|vα,n(x)− vα,n(y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)
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Approche classique : échec

On a besoin de

|vα,n(x)− vα,n(y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)|x − y |

⇒ régularisation.

Problème pénalisé et régularisé

X x,n,ε
t = x +

∫ t

0

(dε + F εn + bε)(X x,n,ε
s )ds +

∫ t

0

σε(X x,n,ε
s )dWs .

Y x,α,n,ε
t = Y x,α,n,ε

T +

∫ T

t

[ψε(Xs
x,n,ε,Z x,α,n,ε

s )− αY x,α,n,ε
s ]ds

−
∫ T

t

Z x,α,n,ε
s dWs , 0 ≤ t ≤ T < +∞

On dé�nit :

vα,n,ε(x) := Y α,n,ε
0
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Construction d'une solution

On obtient :

|∇vα,n,ε(x)| ≤ C(1 + |x |2)

Alors :

|vα,n,ε(x)− vα,n,ε(y)| ≤ C(1 + |x |2 + |y |2)|x − y |

Par une procédure d'extraction diagonale :

αvα,n,ε(0)→ λ

vα,n,ε(x)− vα,n,ε(0) −→
ε→0,n→+∞,α→0

v(x)

(Y x,α,n,ε
t − Y x,α,n,ε

0 ,Z x,α,n,ε
t , αvα,n,ε(0)) −→

α→ 0, n→ +∞, ε→ 0
(Yt ,Zt , λ)
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Résultat

Théorème

Il existe une fonction localement Lipschitz v , Z ∈M 2(R+,Rd ) et un réel λ tel
que, en dé�nissant Y x

t := v(X x
t ), (Y x ,Z x , λ) est une solution de l'EDSR

ergodique avec condition de Neumann au bord nulle. De plus,
|v(x)| ≤ C(1 + |x |2). Z x

t = ξ(X x
t ) and |ξ(x)| ≤ C(1 + |x |2).

Propriété

Unicité de λ.
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Liens avec les EDPs

Problème initial
X x
t = x +

∫ t

0

(d + b)(X x
s )ds +

∫ t

0

σ(X x
s )dWs +

∫ t

0

∇φ(X x
s )dK x

s , t ≥ 0;

K x
t =

∫ t

0

1{Xx

s
∈∂G}dK

x
s , K x

· is non decreasing;

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds −

∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞.

Y x
t = v(X x

t )

Théorème :{
L v(x) + ψ(x , t∇v(x)σ(x)) = λ, x ∈ G ,
∂v
∂n

(x) = 0, x ∈ ∂G ,

où :

L u(x) =
1

2
Tr(σ(x)tσ(x)∇2u(x)) + tf (x)∇u(x).
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EDSR ergodique avec condition de Neumann au bord

Problème résolu :

Y x,0
t = Y x,0

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x,0
s )− λ0]ds −

∫ T

t

Z x,0
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞

Problème à résoudre, µ est �xé

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds +

∫ t

0

[g(X x
s )− µ]dK x

s

−
∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞

Ŷ x
t := Y x,0

t −
∫ t

0

[g(X x
s )− µ]dK x

s , t ≥ 0

=⇒ (Ŷ x ,Z x,0, λ0) est solution de l'EDSR ergodique avec condition au bord.
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EDSR ergodique avec condition de Neumann au bord

Problème à résoudre : λ est �xé

Y x
t = Y x

T +

∫ T

t

[ψ(X x
s ,Z

x
s )− λ]ds +

∫ t

0

[g(X x
s )− µ]dK x

s

−
∫ T

t

Z x
s dWs , 0 ≤ t ≤ T +∞

Ŷ x
t := Y x,0

t + (λ− λ0)t −
∫ t

0

[g(X x
s )− µ]dK x

s

=⇒ (Ŷ x ,Z 0, µ) est solution de l'EDSR ergodique avec condition au bord.
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Un exemple en dimension 1


X x
t = x +

∫ t

0

f (X x
s )ds +

∫ t

0

σ(X x
s )dWs +

∫ t

0

∇φ(X x
s )dK x

s , t ≥ 0;

K x
t =

∫ t

0

1{Xx

s
∈∂G}dK

x
s , K x

· est croissant;

Si f :

{
R→ R
x 7→ −x3
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Un exemple en dimension 1

f (x) = d(x) + b(x).

où :

d(x) = −x31|x|≥1 − x1|x|<1

b(x) = −x31|x|<1 + x1|x|<1

24 / 26



Merci de votre attention
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