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Rappels sur les EDSRs

EDSR : cas général

T T
Y,:5+/ ¥(s, Ys,Zs)ds—/ Z.dW., Vte[o,T]
t t

Une solution de cette équation est un couple (Y, Z) tel que :
> Y et Z sont progressivement mesurables
> P-ps.

T T
Y, = §+/ U, Ys,Zs)dsf/ ZdW., 0<t<T
t t
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Rappels sur les EDSRs : le cadre monotone

T T
Y = Y-,—+/ ¥(s, Ys,Zs)ds—/ ZdW,, Y0<t< T <+oo
t t

Hypothéses :
> 1) est My-Lipschitz en y and z
> 1) est monotone en y : Ju > 0, Vy1, )2 € R,
(¢(57y172) - ¢(5,Y2:Z))~(y1 - )/2) < _:u|y1 - y2|2
> [¥(t,0,0)] < K

Théoréme (Briand-Hu 1998)

Il existe une unique solution (Y, Z) a 'EDSR précédente, tel que Y est un
processus adapté continu et borné, Z progressivement mesurable,
E [, |Z:|?ds < +o0, ie. Z € 42,

=
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Rappels sur les EDSR ergodiques

Qu'est ce qu’'une EDSR ergodique?

T T
V£ = Y%+/ [w(Xs",ZZ)—)\]ds—/ Z5AW., Y0<t< T <400
t t

Solution
= triplet (Y{, ZZ, \) a valeurs dans R x R**¥ x R
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Méthode générale pour construire une solution

Considérer 'EDSR monotone suivante en horizon infini : o > 0

T T
yor — Y‘;’X+/ [¢(x;,z:’X)_ay:’X]ds_/ Zo% AW,
t

t
On définit :

vi(x) = Y
Obtenir de "bonnes" estimées sur v :

alv*(0)] < My

V() = v < CL+ IxI* + Iy )

V() = v < C+ X + Iy [P)Ix — v
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Méthode générale pour construire une solution

Extraction diagonale en « :
av®(0) — A
v¥(x) — v*(0) = v(x)
Passer a la limite en « :
vi(XE) — v(0) = Y¢
zZ)™ — 7§
av®(0) = A
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Rappel sur les EDSR ergodiques : cadre infini dimensionnel

t t
x::x+/ Ax:+F(x:)ds+/ Gaw,, t>o0;
0 0

T T
Y;‘:Y—’,‘-+/ [w(x:7z:)_x]ds_/ Z5AW,, 0<t<T+oo.
t

t

Fuhrman, Hu, Tessitore (2007)

» hypothése de stricte dissipativité, In > 0, Vx, y,
<AX+F(x) = Ay = F(y),x—y> < —nlx—yf

= résultat important : [ X7 — XJ| < e "|x — y|
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Rappels sur les EDSR ergodiques : cadre infini dimensionnel

t t
X :x—|—/ AXSX—|—F(XSX)d5+/ GdW,, t>0;
0 0

T T
Vi = Y7’5+/ [a(x:,z:)fx]dsf/ ZXAW., 0<t< T + co.
t t

Debussche, Hu, Tessitore (2010)

» hypothése de faible dissipativité :
>0 Vx,y, <Ax—Ay,x—y><-—nx—yf
F est Lipschitz bornée et Gateaux différentiable
= résultat important "Basic Coupling Estimate" : V¢ € By,
| Z:[0](x) — Z2[l(y)] < C(1+ |xP + |y[*)e™ ™[9]l
ol Z:[®](x) = Ed(XY).
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Rappels sur les EDSR ergodiques : cadre fini dimensionnel

G = {¢ > 0} un sous ensemble convexe borné de R? dans lequel X;* est
réfléchi.

t t t
Xz :x+/ f(Xs")ds—i—/ a(Xs")dWs—i—/ Vo(XX)KE, t > 0;
0 0 )

t
Kf:/ TixxcacydKS, K™ est croissant;
0

T T
Ve= Vi [ W0ezn -+ [ [g06) - idk;
t t
T
—/ ZXdW,, 0<t<T+oo.
t

2 sortes de solutions

> (Y,Z,)) si i est donné;
> (Y, Z, 1) si X est donné.
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Rappels sur les EDSRs

t t t
xz:x+/ f(Xs")ds+/ U(Xs")dWer/ Vo(XX)KE, t > 0;
0 0 0

t
K; :/ NixxcacydKS, KX is non decreasing;
0

T T
Yi—vi+ / [(X.Z5) — Nlds + / [6(XZ) — pldK:

.
f/ ZXAW., 0<t<T+cc.
t

Richou (2009)

» G un sous ensemble convexe borné de R?;
> X réflechi dans G ;
» hypothése de stricte dissipativité, In > 0, Vx, y,
1
<) = £(y),x =y > 435 Trl(o(x) = o(y)) (o (x) = o(y))] < —nlx - I
—n+Kyp.K, < 0.

= résultat important : | X — X7| < e7"f|x — y| (lorsque o est constante)
11/26



EDSR ergodiques : cadre de travail

Cadre de travail

> G un convexe de RY;
(XZ)e>o est réflechie dans G ;
hypothése de faible dissipativité, f = d + b, :
> d est strictement dissipatif : 3n > 0, Vx, y,
(d(x) — d(¥))-(x — y) < —n|x — y|?, localement Lipchitz et & croissance
polynémiale ;
> b est mesurable borné B;

v

v

1

v

o est Lipschitz, inversible, o et 07" sont bornées;

v

1(x,0) bornée, (x,z) — 1(x,z) est Lipschitz en z.
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EDSR ergodique : Existence
Probléme initial : condition de Neumann au bord nulle

t t t
x?:x+/ (d+b)(x:)ds+/ a(x;)dws+/ Vo(XX)AKZ, t>0;
0 0 0

t
K;‘:/ T (xxca6ydKS, K™ is non decreasing;
0
T T
Yi = vi +/ [H(X,ZX) — Nlds —/ ZXdW,, 0<t< T+ oo,
t t

devient

Probléme pénalisé

t t
X" = x 1+ / (d + Fo+ b)(X")ds +/ (X)W, .
0 0

T
YEm =y / [, Z27) — A")ds
t

-
—/ ZX"dW,, 0<t< T < +oo.

t
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Méthode de pénalisation du domaine, rappels

Terme de pénalisation

Fn(x) = —2n(x — N(x)), vx € R?

Propriété de F,

> F, est O-dissipative => d + F, est n-dissipative
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Lemmes

Propriété de bornitude du processus dissipatif
EIX"> < C(1 4+ |x[>e™2™)

Lemme : "Basic coupling estimate"

Il existe C > 0 et > 0 tel que V& € B,(RY),

|28 [®](x) = 27 [®] () < C+ [x|* + |y[*)e | ®lo
ou Z:[®](x) = ED(X;"").
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Approche classique : transformer I'EDSR ergodique en une EDSR en horizon

infini

Penalized problem

t t
XEm = x+ / (d+ Fa+ B)(X2")ds + / (XEm)dW, .
0 0

T
th,oc,n — Y;(_,a,n +/ [w(X;,n7ZSx,a,n) _ ast,a,n]dS
t

-
—/ ZX"AW,, 0<t< T < +oo.
t

On définit
Va,n(X) = Yox,a,n
le Basic coupling estimates implique que :

V7 (x) = v ()] < COL+ X + Iy [)
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Approche classique : échec

On a besoin de
v (x) = v (y)| < C(L+ |x[ + |y[*)|x =y
= régularisation.

Probléme pénalisé et régularisé
t t
Xeme = xt [ (4 F b0 ds + [t ().
0 0

T
th,a,n,s — Y;(_,a,n,a +/ [Q)[)&()(sx,n,s7 st,a,n,a) _ ast,a,n,a]ds
t

-
—/ ZXMEAW,, 0<t< T < +oo
t

On définit :

Va,n,a(x) = Yoa,n,s
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Construction d’une solution

On obtient :
Vv ()] < C(L + |x])
Alors :

v (x) — v (y)| < C+ [xP + [y [)x — |

Par une procédure d'extraction diagonale :
av®™(0) = A

v (x) = v ™E(0) — v(x)

e—0,n—+o00,a—0

(Y:,a,n,s _ \/(;(,cy,n,e7 Z;(,a,n,s’ava,n,s(o)) N (Yt7 Zt, )\)
a—0,n— +oo0,e =0
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Résultat

Théoréme

Il existe une fonction localement Lipschitz v, Z € .#%(R;,RY) et un réel \ tel
que, en définissant Y := v(X7), (Y, Z*, A) est une solution de 'EDSR
ergodique avec condition de Neumann au bord nulle. De plus,

V(I < C(L+ [xP). ZF = £(X) and [E(x)] < C(L+ [x).

Propriété
Unicité de A.
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Liens avec les EDPs

Probléme initial

t t t
x::x+/ (d+b)(Xs")ds+/ a(Xs")dWs—i—/ Vo(XX)dKE, t > 0;
0 0 0

t
K: :/ NixxcacydKS, KX is non decreasing;
0

T T
yi = v;+/ [(XZ,Z7) —)\]ds—/ ZXdW,, 0<t<T +oo.
t t

Vi = v(XY)
Théoréme :
Lv(x) +(x, Vv(x)o(x)) =X, x€G,
v (x) =0, x € 0G,

ou :

Zu(x) = % Tr(o(x)'o(x)VZu(x)) + F(x)Vu(x).
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EDSR ergodique avec condition de Neumann au bord

Probléme résolu :

T T
Y0 = yx° +/ [W(XZ,Z2°) — A°]ds —/ ZX%AW.,, 0<t<T+oo
t t

Probléme a résoudre, p est fixé

T t
Yi—vi+ / [(XZ, Z) — Alds + / 8(X2) — pldK:

=
—/ ZSdWs, 0<t< T+

t

t
Vo= veo - [Ty - lakz, 120
0
= (?X, Z°° \%) est solution de I'EDSR ergodique avec condition au bord.
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EDSR ergodique avec condition de Neumann au bord

Probléeme a résoudre : \ est fixé
T t
Yi—vi+ / (X7, Z) — Alds + / [E(X) — uldK:
t 0

)
f/ Z5AW,, 0<t<T+oo
t

t
VE = VIO £ (A= 20t - / 8(XZ) — uldK:
0

e (\A’X, Z°, ;1) est solution de I'EDSR ergodique avec condition au bord.
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Un exemple en dimension 1

t t t
x:=x+/ f(Xs")ds—i-/ a(x:)dws+/ Vo(X2)KE, t > 0;
0 0 0
t
K;‘:/ T(xzeo6ydK, KX est croissant;
0

Sif:{RHR

XI—)—X3
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Un exemple en dimension 1

f(x) = d(x) + b(x).

ou :
d(x) = = Ujez1 = xLjx<a
b(x) = —x*Ljxj<1 + xLjxj<1
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