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Introduction

But : paramétrisation du modéle de taux d'intérét affine a un
paramétre

= Var(t) + Bdw(t) + (6 — Ar(t))dt

par un processus de Schrddinger, c'est a dire une diffusion
satisfaisant

2(t) = yd w(t) + B(t, z(t))d t, (1)

avec

E(tv q) = 78867 In 77(t7 q)7 (2)
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Définition du modéle et paramétrisation

Définition

N
) |
,
,
N
N

Un modéle de taux d'intérét affine 3 un paramétre est caractérisé
par le taux d'intérét instantané r(t) satisfaisant |'équation
différentielle stochastique :

= ar(t)+ Bdw(t)+ (¢ — Ar(t))dt (4)

sous la probabilité de risque neutre Q.

Théoréme

|
/

Soit ry € R, I'équation :
lar(t) + Bl dw(t) + (¢ — Ar(t))d

a une unique solution forte telle que r(0) = ry. De plus si
arg+ 5 > 0 alors ar(t) + 5 > 0 et r(t) est solution de (4).
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Définition du modéle et paramétrisation

Définition (Processus de Schrodinger entre g et put
(Thieullen, Zambrini, 1997) )

(Xt)tepo, 1] est un P.S. associé a 1) solution de (3) si :

O Xi=Xo+ [y u(s,Xs)ds + \/yw; avec u = ;qlnn(t, q),
@ Xo (resp X1) a pour loi g (resp ur),
©QF [fo [ u(t, Xe)|? + V(t, Xt)] dt] < 00

En particulier :

dX; = \Adw(t) + B(z(t), t)dt ot B(t,q) = 76‘1 Inn(t, q).
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Définition du modéle et paramétrisation

=\Va Bdw(t) + (¢ — Ar(t))d
On pose :
Xe = ar(t) + 5,

= dX; = av/Xedw(t) + (ad — AX;)dt
- A8 49

ou p=¢+— e 6=—.
o o

Théoréme

Q@i>2=Vt>0, X;>0,ps.
Q@i<2=dt>0, Xi=0ps.
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Définition du modéle et paramétrisation

Soit z(t) = /X; et T = inf{t > 0|X; = 0}.

Théoréme

Il existe un processus de Schrédinger y(t) tel que Vt € [0, T,

z(t) = y(t).

Avec y(t) est défini par :

a? (t.q) Aot AG? LY
= — = e&X _—— .
v=7 nlta Pl — 2 )9

En particulier, n est solution de (3) avec :

C
V(ta q) = ? + Dq27

a? A2
pour C = @(5 -1)(0-3), D= T
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Recherche des symétries

© Recherche des symétries
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Recherche des symétries

Soit :

o P
ot 20q?

On pose S = —vInn(t, q) :

dS 1(65)2_\/ v 928

“or "2\ag T 20q2
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Recherche des symétries

Soient :

E=_=22 B=_29°
57 at7 8q7

indépendantes de t et g et les unes des autres.
Systéme différentiel & annuler :

w=Bdq+Edt+dS
dw=dBdg+dEdt

B:(E+%BZ—V)dth—|—%dBdt

Soit / I'idéal différentiel engendré par w, dw, .



Symétries de |'équation de la chaleur rétrograde avec potentiel et modéles de taux d'intérét

Recherche des symétries

Définition

On appelle isovecteur un champ de vecteur N sur (t,q,S, E, B)
tel que Ln(1) C 1. N est de la forme :
0 0 s 2 0

0 0
_ gt E B
N=N t—}-N 5 + N E+N 3B

Théoréme

N
/
,
|

Les isovecteurs forment une algébre de Lie, notée G\

0S

NS
On note Hy = {N € Gy tel que 8— = 0}.
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Recherche des symétries

Soit :
eaN . (t7 q, 57 E7 B) — (taa qa, 50&7 Eou Ba)
On pose :
—1lg,
na(taa qa) =e 7
et

eaN . n(t, q) — na(tom qOé)a

ce qui implique que :

~ 0 o 1
N=_N— - N9 — ZNS, 5
ot aq v (5)
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Recherche des symétries

Sous certaines conditions sur 7 et N.

Théoréme (Lescot, Zambrini, '04)

Si (Xt)te[to, 1] €St un processus de Schrédinger associé a n

(stictement positive) de loi P,

alors (X{*)te[to 1o est aussi un processus de Schrédinger associé a
dP®  ng

o de loi P tell - =
7o, de loi elle que ~—

De plus il existe une relation entre X; et X{* donnée par la
transformation e“N .
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Recherche des symétries

Exemple (Lescot, Zambrini, '04)

Dans le cas de I'équation de la chaleur avec potentiel nul, on trouve

- P 9 1
N=t" +qgt— — —(q?—~t) :
pour 8t+q8q 2,Y(q yt)

Al 1 ag? q t
aN
t,q) = ——— - ,
e*n(t. 9) 1—ateXp< 2’y(1—at)>n<1—at’1—at)
T

Q

alN —

y (T’Q)_<1+aT’1+aT '
Ce qui donne :

— Pont brownien.
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Dimension et structure de |'algébre des isovecteurs

© Dimension et structure de I'algébre des isovecteurs
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Dimension et structure de |'algébre des isovecteurs

C
On appelle H ¢ py = Hv pour V(t,q) = e + Dq?.

Théoreme (Dimension de I'algébre)

@ Pour C =0, H(c,p) est de dimension 6.

© Pour C #0, H(c,p) est de dimension 4 et ne dépend pas de C.
© Pour C#0, Hic,py & Ho,0)-

Q Pour C =0, H(c,p)y =~ H(c,p)-

© Pour C#0, Hicpy~Hc,p) -

Théoreme (Structure de |'algébre)

@ Si C =0, l'algebre des isovecteurs est isomorphe a sl(2) x Hz.

@ Si C #0, l'algebre des isovecteurs est isomorphe d R x Hs.
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Isovecteurs et modéles affines

@ Isovecteurs et modéles affines
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Isovecteurs et modéles affines

Casd =1

z(t) = y(t) sur [0, T[ avec y(t) solution de :

dy(t) = Sw(t) - %y(t)dt.

Donc y(t) un processus d'Ornstein-Uhlenbeck, dont on connait la
densité :

(@) = 2V\ . C2\(g— e 7 2)?
PR ar(l—e ) a?(l—e?t) |-
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Isovecteurs et modéles affines

Cas 6 =3

z(t) = y(t) sur [0, 4o0[ avec y(t) solution de

(0% a2
dy(t) = Edw(t) + <4y(t) - ;\y(t)> dt.

Processus carré de Bessel de dimension 3 = densité de z(t) :

(q) = L 160 o (2
= T - et P e
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Conclusion et perspectives

@ Paramétrisation de modéles en dimension n (Heston, modéle
affine n-dimensionnel 7).

@ Etude de la structure de I'algébre des isovecteurs en dimension
n et recherche des transformations.

@ Inversion du temps dans le brownien, tw(3) (transformation

d'Appell 7).

1
t
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