
Symétries de l’équation de la chaleur rétrograde avec potentiel et modèles de taux d’intérêt

Symétries de l’équation de la chaleur rétrograde
avec potentiel et modèles de taux d’intérêt

Hélène QUINTARD
travail en collaboration avec

Paul LESCOT (LMRS, Rouen) et
Jean-Claude ZAMBRINI (GFM, Lisbonne)

LMRS, Université de Rouen

8 avril 2014
JPS 2014

Forges-Les-Eaux



Symétries de l’équation de la chaleur rétrograde avec potentiel et modèles de taux d’intérêt
Introduction

But : paramétrisation du modèle de taux d’intérêt affine à un
paramètre

d r(t) =
√
αr(t) + β dw(t) + (φ− λr(t)) d t

par un processus de Schrödinger, c’est à dire une diffusion
satisfaisant

d z(t) =
√
γ dw(t) + B̃(t, z(t)) d t, (1)

avec

B̃(t, q) = γ
∂

∂q
ln η(t, q), (2)

∂η

∂t
= −γ

2
∂2η

∂q2 + V η. (3)
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Définition du modèle et paramétrisation

Définition
Un modèle de taux d’intérêt affine à un paramètre est caractérisé
par le taux d’intérêt instantané r(t) satisfaisant l’équation
différentielle stochastique :

d r(t) =
√
αr(t) + β dw(t) + (φ− λr(t)) d t (4)

sous la probabilité de risque neutre Q.

Théorème
Soit r0 ∈ R, l’équation :

d r(t) =
√
|αr(t) + β| dw(t) + (φ− λr(t)) d t

a une unique solution forte telle que r(0) = r0. De plus si
αr0 + β > 0 alors αr(t) + β > 0 et r(t) est solution de (4).



Symétries de l’équation de la chaleur rétrograde avec potentiel et modèles de taux d’intérêt
Définition du modèle et paramétrisation

Définition (Processus de Schrödinger entre µ0 et µT
(Thieullen, Zambrini, 1997) )

(Xt)t∈[0,T ] est un P.S. associé à η solution de (3) si :

1 Xt = X0 +
∫ t
0 u(s,Xs)ds +

√
γwt avec u = γ

∂

∂q
ln η(t, q),

2 X0 (resp XT ) a pour loi µ0 (resp µT ),

3 E
[∫ T

0

[
1
2
|u(t,Xt)|2 + V (t,Xt)

]
dt
]
<∞.

En particulier :

dXt =
√
γdw(t) + B̃(z(t), t)dt où B̃(t, q) = γ

∂

∂q
ln η(t, q).
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Définition du modèle et paramétrisation

d r(t) =
√
αr(t) + β dw(t) + (φ− λr(t)) d t.

On pose :
Xt = αr(t) + β,

⇒ dXt = α
√

Xtdw(t) + (αφ̃− λXt)dt

où φ̃ = φ+
λβ

α
et δ =

4φ̃
α
.

Théorème
1 δ > 2⇒ ∀t > 0, Xt > 0, p.s..
2 δ < 2⇒ ∃t > 0, Xt = 0 p.s..
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Définition du modèle et paramétrisation

Soit z(t) =
√
Xt et T = inf{t > 0|Xt = 0}.

Théorème
Il existe un processus de Schrödinger y(t) tel que ∀t ∈ [0,T [,
z(t) = y(t).
Avec y(t) est défini par :

γ =
α2

4
, η(t, q) = exp

(
λδt
4
− λq2

α2

)
q

δ−1
2 .

En particulier, η est solution de (3) avec :

V (t, q) =
C
q2 + Dq2,

pour C =
α2

128
(δ − 1)(δ − 3), D =

λ2

8
.
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Soit :

∂η

∂t
= −γ

2
∂2η

∂q2 + V η.

On pose S = −γ ln η(t, q) :

−∂S
∂t

+
1
2

(
∂S
∂q

)2

− V − γ

2
∂2S
∂q2 = 0.
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Recherche des symétries

Soient :

S , E = −∂S
∂t
, B = −∂S

∂q
,

indépendantes de t et q et les unes des autres.
Système différentiel à annuler :

ω = B d q + E d t + d S
dω = dB d q + dE d t

β = (E +
1
2
B2 − V ) d q d t +

γ

2
dB d t

Soit I l’idéal différentiel engendré par ω, dω, β.
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Définition
On appelle isovecteur un champ de vecteur N sur (t, q, S ,E ,B)
tel que LN(I ) ⊂ I . N est de la forme :

N = Nt ∂

∂t
+ Nq ∂

∂q
+ NS ∂

∂S
+ NE ∂

∂E
+ NB ∂

∂B
.

Théorème
Les isovecteurs forment une algèbre de Lie, notée GV .

Notation

On note HV =

{
N ∈ GV tel que

∂NS

∂S
= 0
}
.
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Soit :
eαN : (t, q, S ,E ,B) 7−→ (tα, qα, Sα,Eα,Bα).

On pose :
ηα(tα, qα) = e−

1
γ
Sα

et
eαÑ : η(t, q) 7−→ ηα(tα, qα),

ce qui implique que :

Ñ = −Nt ∂

∂t
− Nq ∂

∂q
− 1
γ
NS . (5)
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Sous certaines conditions sur η et N.

Théorème (Lescot, Zambrini, ’04)

Si (Xt)t∈[t0,t1] est un processus de Schrödinger associé à η
(stictement positive) de loi P,
alors (Xα

t )t∈[tα0 ,tα1 ] est aussi un processus de Schrödinger associé à

ηα de loi Pα telle que
dPα

dP
=
ηα
η
.

De plus il existe une relation entre Xt et Xα
t donnée par la

transformation eαN .
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Exemple (Lescot, Zambrini, ’04)

Dans le cas de l’équation de la chaleur avec potentiel nul, on trouve

pour Ñ = t2
∂

∂t
+ qt

∂

∂q
− 1

2γ
(q2 − γt) :

eαÑη(t, q) =
1√

1− αt
exp
(
− αq2

2γ(1− αt)

)
η

(
q

1− αt
,

t
1− αt

)
,

eαN(T ,Q) =

(
Q

1+ αT
,

T
1+ αT

)
.

Ce qui donne :

zα(t) = (1− αt)z
(

t
1− αt

)
(6)

Pour η = 1, z(t) =
√
γw(t),

dzα(t) =
√
γdwα(t)− αzα(t)

1− αt
dt (7)

⇒ Pont brownien.
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Dimension et structure de l’algèbre des isovecteurs

On appelle H(C ,D) = HV pour V (t, q) =
C
q2 + Dq2.

Théorème (Dimension de l’algèbre)
1 Pour C = 0, H(C ,D) est de dimension 6.
2 Pour C 6= 0, H(C ,D) est de dimension 4 et ne dépend pas de C.
3 Pour C 6= 0, H(C ,D) ( H(0,D).
4 Pour C = 0, H(C ,D) ' H(C ,D′).
5 Pour C 6= 0, H(C ,D) ' H(C ,D′) .

Théorème (Structure de l’algèbre)
1 Si C = 0, l’algèbre des isovecteurs est isomorphe à sl(2)n H3.
2 Si C 6= 0, l’algèbre des isovecteurs est isomorphe à Rn H3.
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Cas δ = 1

z(t) = y(t) sur [0,T [ avec y(t) solution de :

dy(t) =
α

2
dw(t)− λ

2
y(t)dt.

Donc y(t) un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, dont on connaît la
densité :

ρt(q) =
2
√
λ

α
√

2π(1− e−λt)
exp

(
−2λ(q − e−

λt
2 z0)2

α2(1− e−λt)

)
.
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Cas δ = 3

z(t) = y(t) sur [0,+∞[ avec y(t) solution de

dy(t) =
α

2
dw(t) +

(
α2

4y(t)
− λ

2
y(t)

)
dt.

Processus carré de Bessel de dimension 3 ⇒ densité de z(t) :

ρt(q) =
1√
2π

16λ
3
2

α3(1− e−λt)
3
2
q2 exp

(
− 2λq2

α2(1− e−λt)

)
.
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Conclusion et perspectives

1 Paramétrisation de modèles en dimension n (Heston, modèle
affine n-dimensionnel ?).

2 Étude de la structure de l’algèbre des isovecteurs en dimension
n et recherche des transformations.

3 Inversion du temps dans le brownien, tw(1
t ) (transformation

d’Appell ?).
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