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Définition et construction comme solution d’EDS

Soit G un groupe de Lie.

Définition

Un mouvement brownien a droite sur G est un processus (Z;)>o, & valeurs
dans G, vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour toute suite ordonnée de réels0 =ty < ty < ... < tq11, les variables
aléatoires (Z,I_‘1 Zy,., Jo<i<n Sont indépendantes et Z,j‘ Z, a méme loi que
th_[1 o

2. Presque sdrement, la fonctiont € R, — Z; € G est continue.

Exemple (G = U(1))

Si (Bt)i>0 est mouvement brownien standard, (e"B')tZo est un mouvement
brownien (a gauche et a droite) sur U(1).

3/15



Définition et construction comme solution d’EDS

G : un sous-groupe fermé de GLy(C), g 'algébre de Lie de G

(Kt)r>0 un mouvement brownien sur g, (Z;):>o0 la solution forte de 'EDS
dZt = Zt o th =
Zy=1d

ZidK: + EZt(th dK:)

P(Vt>0,Z € G)=1.
Le processus (Z;)t>0 est un mouvement brownien a droite sur G

Exemple (G = U(1)

Si (Bt)t>0 est mouvement brownien standard, (Uy)i>o = (€8) >0 vérifie

dU;

— UyidB, — U’2dt

A ™
4/15



Cas des groupes classiques

On considére les trois séries de groupes compacts classiques :

O(N) = {O € My(R) : O'O = 1d},

U(N) ={U € Mn(C) : U*U =1d} et

Sp(2N) = {S € U(2N) : J7'S!US =1d}, ou J = ( jN I(’)V
d’algebres de Lie respectives

o(N) = {X € My(R) : X! + X = 0},

u(N) ={X € My(C) : X* + X =0} et

sp(2N) = {X € u(@2N) : J7'X!J + X = 0}.

).
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Cas des groupes classiques

On définit un produit scalaire (-, -) sur My(C) en posant
(X, Y) = NTr(X*Y).

gn : une des trois algeébres de Lie ci-dessus,
(Ki)t>0 : le processus gaussien sur gy tel que

VX,Y €gn, E[X,K)(Y,Ks)] = tAS (X, Y).
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Cas des groupes classiques

On définit un produit scalaire (-, -) sur My(C) en posant
(X, Y) = NTr(X*Y).

gn : une des trois algeébres de Lie ci-dessus,
(Ki)t>0 : le processus gaussien sur gy tel que

VX,Y €gn, E[X,K)(Y,Ks)] = tAS (X, Y).

u(N) : [i. GUE]

1 Yl,m,t
— iBp.t

VN

—Yimt

(Yim,t)i<m,t>0 : browniens standards complexes.
(Bp,t)p,t>0 : browniens standards réels.
Ces processus sont indépendants.
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Cas des groupes classiques

Le mouvement brownien (Z;)s>o Vvérifie
@ Groupes orthogonaux :

dz, = ZiaK, — %(1 - 1N)Z,dt.

@ Groupes symplectiques :

1

]
Az, = ZidK; — 5(1 + 5 Zict

2

@ Groupes unitaires :
dZ; = ZidK; — %Zfdz‘.
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

(Zt)t>0 mouvement brownien sur un groupe compact classique
Mesure spectrale d’'une marginale :

1

N _

ne=-x 2 o
Avp Z;

Moments : Jowu(dw) = §Te(Z]), n € Z.
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

(Zt)t>0 mouvement brownien sur un groupe compact classique
Mesure spectrale d’'une marginale :

fN:1N > b

Avp Z;
Moments : Jowu(dw) = §Te(Z]), n € Z.
Théoreme (P. Biane, F. Xu, T. Lévy)
Pour tout t > 0,
N P
1233 — [t

faiblement, u; : mesure déterministe surU. Pour tout n € Z*,

[n]—1

1 r, 18 it i Y o
NTI'Zt —>?Z (k+1e2

k=0
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

La mesure p; admet une densité p; par rapport a la mesure de Lebesgue sur
U. Transition au temps t=4 :

FIGURE: Tracé de p;(e*™?), en abscisse 'angle paramétré par 6 €] — 1, 1[, en
ordonnée le temps t € [0, 6].
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

Pour tout t > 0,

SN = Spec(Z),
pour ¢ > 0,

St = supp(pt),

Si={xeU:d(x,S) <e}
Théoréme (A. D., B. Collins, T.Kemp)
vt >0,e >0,

P(SY) c Sf) — 1, quand N — .




Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

Valeurs propres d’un mouvement brownien unitaire :
CNZ{(91,...,9N)GUNZQN—2F<91 <92<...<9N}.

Proposition
Ps., pourtoutt > 0, 6; € Cy et (6t)r>0 est solution de 'EDS

dfpt = —=dBpt + — Zcotan ( —0a f) dt, 1 < p <N (Dyson unitaire)

q#P

\/_

avec pour condition initiale 6o = 0 et ot (B; p)t>0,1<p<n SONt N mouvements
browniens standards i.i.d.
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

Répulsion entre les valeurs propres : la normalisation n’est pas celle d’'un
théoreme central limite classique, pour tout n € 7Z,

1 mep _ 2N
T 2o = (@) =

p=1

=
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

Répulsion entre les valeurs propres : la normalisation n’est pas celle d’'un
théoreme central limite classique, pour tout n € 7Z,

Z mop _ ))

=

Pour tout polynéme P € R[X, X~ '],
AY(P)= Y (P(Y) — m(P))
AvVp Z;
=Tr(P(Z)) — Npu(P).
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres

Pour P € R[X, X~ 1],
AY(P) = Tr(P(Z)) — Nuue(P).

Théoreme (T. Lévy et M. Maida, A.D.)

La famille (AN(P))¢o. Per[Xx,x~1] converge en loi vers un vecteur gaussien
@ U(N) : complexe centré (v1(P)) >0 perpx, x-1-

@ O(N) : réel non centré (mt(P) + V2Re (wt(P))>t>0 ]

@ Sp(2N) : réel non centré (—mt(P) + V2Re (wt(P))> s
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres
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Convergence et fluctuation de la mesure empirique des valeurs propres
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