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Définition
La loi d'une variable aléatoire X est dite stable si Vn > 1 il
existe a, > 0 et b, réels, Xi, ..., X, copies i.i.d de X telles que :

S, 2L a.X+ b,

avec S, =37, X.
Si b, = 0 Vn, la loi est dite strictement stable.

Théoreme

@ Seule la constante a,, = ns est possible, 0 < o« < 2. « est
appelé I'exposant caractéristique de la loi.
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Définition
La loi d'une variable aléatoire X est dite stable si Vn > 1 il
existe a, > 0 et b, réels, Xi, ..., X, copies i.i.d de X telles que :

S, 2L a.X+ b,

avec S5, =>", X.

i=

Si b, = 0 Vn, la loi est dite strictement stable.

Théoreme

@ Seule la constante a,, = ns est possible, 0 < o« < 2. « est
appelé I'exposant caractéristique de la loi.

@ Les lois stables sont infiniment divisibles.
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Rappel :
D’apres le théoreme de Lévy-Khintchine, si X v.a infiniment
divisible il existe une mesure A sur R\ {0} telle que :

/_+°° (1A [x[2)dA(x) < o0,

o0

et des constantes réelles a > 0 et b telles que :

; . 1 iAX H
E (e™) = exp(ibA—Zax"+ R\{0} (€™ =1 — idxLp(x))dA(x)).

Une telle mesure est appelée mesure de Lévy.
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Théoreme

-Une loi est 2-stable ssi c'est une loi normale N(u,o?).
-Soit 0 < av < 2. Une loi est a-stable ssi elle a pour mesure de

Lévy :
dA\(x) { i x 17 x >0, }

dx c x|, x<0

et a=0.
-Soit 0 < v < 2.

Une loi est a-stable ssi sa fonction caractéristique est de la
forme

) exp(ipt — 4% |t|* (1 — iBtan(73*)sgn(t))), o # 1
#t) = { explit — || (1 + i52)sgn(t)log(J£])), o = 1 } |

avec -1 < f<1let—00< <400,
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Cas particuliers :

1)-Cas spectralement positif : Sa mesure de Lévy est
concentrée sur (0, 00) :

dA(x) = cx*tdx x > 0,

avec ¢ >0 et a € (1,2).
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Quelques définitions

Lois stables
Processus de Lévy

Cas particuliers :

1)-Cas spectralement positif : Sa mesure de Lévy est
concentrée sur (0, 00) :

dA(x) = cx*tdx x > 0,
avec ¢ >0 et a € (1,2).
2)-Cas positif :

X>0psssi0<a<l g=1letpu>0
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Pour une loi a-stable X, on définit le paramétre de positivité :
p=P(X >0).

Remarque

On peut d’ores et déja faire les remarques suivantes :
1)-Cas spectralement positif : p =1 — é Cas spectralement
négatif, p = é

2)-Cas positif : p = 1. Cas négatif p =0 .
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Définition
On dit que (X:)r>0 est un processus de Lévy issu de O si :
0 Xo =0 pP.S,

© X est a accroissement indépendants et stationnaires,

© X est stochastiquement continu.

Julien LetemplierEn collaboration avec T. SIMON Université Lille  Densité des temps d'atteinte pour des processus de Lévy stables



Quelques définitions

Lois stables
Processus de Lévy

Définition
On dit que (X:)r>0 est un processus de Lévy issu de O si :
0 Xo =0 pP.S,

© X est a accroissement indépendants et stationnaires,

© X est stochastiquement continu.

On a équivalence entre la notion de processus de Lévy et celle
d'infini divisibilité.
Conséquences : La fonction caractéristique de X; peut s'écrire :

. 1 .

iIAX1\ . - 2 ix 1
E (%) = exp(ibA 53N + R\{O}(e 1 — iMpq(x))dA(x))
E (X)) = =tV
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Cas des processus stables :

Définition

Un processus stochastique Y = (Y;)¢>0, a valeurs dans R, a la
propriété _d'autosimilarité d'indice £ > 0'si Vk > 0 (Yie)e>0 2

méme loi que (k= Y;)eso.
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Quelques définitions

Lois es
Processus de Lévy

Cas des processus stables :

Définition

Un processus stochastique Y = (Y;)¢>0, a valeurs dans R, a la
propriété _d'autosimilarité d'indice £ > 0'si Vk > 0 (Yie)e>0 2

méme loi que (k= Y;)eso.

— Un processus de Lévy a cette propriété ssi pour tout t > 0,
Xt 4 t« X;. On dit alors que X est un processus strictement
stable d'indice a.
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Quelques définitions

Cas des processus stables :

Définition

Un processus stochastique Y = (Y;)¢>0, a valeurs dans R, a la
propriété _d'autosimilarité d'indice £ > 0'si Vk > 0 (Yie)e>0 2

méme loi que (k= Y;)eso.

— Un processus de Lévy a cette propriété ssi pour tout t > 0,

Xt 4 t« X;. On dit alors que X est un processus strictement
stable d'indice a.

< Par cette propriété, le paramétre p = P(X; > 0) est
indépendant de t.
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Probléme du temps d'atteinte

© Probléme du temps d’atteinte
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Probléme du temps d'atteinte

On s'intéresse au temps d'atteinte :

T = inf{t >0, X; =x}, xeR
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Probléme du temps d'atteinte

Cadre d'étude :

@ Soit X un processus de Lévy strictement a-stable,
l<a<?2.

o E (eiAXl) — exp[_(iA)ae—iwapsgn()\)]_
®@pc [1 - ia é]
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Probléme du temps d'atteinte

Propriétés de 7, :

@ T, est une variable aléatoire absolument continue.

@ T, est o auto-similaire :
d d
Vx >0, 7=x%, 7T_x=x%_1
@ Les points d'un processus a-stable, o < 1 sont polaires.

= Tx = +00 p.S
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Définition, exemples
Application au temps d’atteinte
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nim lité o
u odalité Retour au temps d'atteinte

© Unimodalité
@ Définition, exemples
@ Application au temps d'atteinte
@ Multiplicative forte unimodalité
@ Retour au temps d'atteinte
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, exemples
mps d’atteinte
te unimodalité

nimodalité !
Unimodalité Retour au temps d'atteinte

Définition

Une variable aléatoire X est dite unimodale de mode a si
P[X < x] est convexe sur (—oo, a] et concave sur [a, +00).
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Unimodalité

Définition
Une variable aléatoire X est dite unimodale de mode a si
P[X < x] est convexe sur (—oo, a] et concave sur [a, +00).

Remarques

* En particulier, si X est a densité, X est unimodale de mode
a si sa densité f est croissante sur (—oo, a] et décroissante sur
[a, +00).
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Unimodalité

Définition
Une variable aléatoire X est dite unimodale de mode a si
P[X < x] est convexe sur (—oo, a] et concave sur [a, +00).

Remarques

* En particulier, si X est a densité, X est unimodale de mode
a si sa densité f est croissante sur (—oo, a] et décroissante sur
[a, +00).

* Le mode n'est pas nécessairement unique.
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Définition, exemples
Application au temps d’atteinte

Multipl orte unimodalité

nimodalité !
u odalité Retour au temps d'atteinte

Quelques exemples

Théoreme (Yamazato (78))

Toutes les lois stables sont unimodales.

Lois de Student, lois du 2, sont également unimodales.
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Unimodalité

Théoreme (T.S, J.L (2013))
La variable aléatoire T est unimodale.
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temps d’atteinte
e forte unimodalité
Retour au temps d'atteinte

Unimodalité

Théoreme (T.S, J.L (2013))

La variable aléatoire T est unimodale.

Remarque
Cas spectralement négatif (p = i) .7 = Ty p.s, avec
Ty =inf{t >0, X; > 1} variable aléatoire Z-stable, donc

unimodale.
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Unimodalité

zra\ ()
— 4 por
- Q
Zh

1-
@

ou Z,, variable aléatoire a-stable positive (0 < o < 1) telle
que :

E(Z,) = e
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Idées de la démonstration :
® E(77°) = (5 Jo “E(e77) ¢ 'dq, Vs € (0,1).
o E(e™7) =k q" E(Zie9%) ot Z = (max(Xy,0))".

_o\ _ sin(Z)sin(mpa(—s + 1)) T(1 + as)
= E(T )_ sin(mp)sin(m(—s+ 1)) T(1+s)
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Unimodalité

Définition (I.Cuculescu; R.Theodorescu)

Une variable aléatoire X est multiplicativement fortement
unimodale (MFU) si VY unimodale indépendante de X, XY
est unimodale.

Remarque

X MFU = X Unimodale.
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e forte unimodalité

nim lité o .
v odalité Retour au temps d'atteinte

Exemple
Soit X v.a de densité

Vx € R, f(X) = CH(OJ](X)W'

X est unimodale de mode 1.
Soit Y v.a de densité :
Vx e R, g(x) = alp(x) + Bl (x),

avec aa+ f(b—1)=1et1l < a< b.Y est unimodale mais le

produit XY ne I'est pas pour certains choix de constantes.
(a=1/21,a= e b =34 — (11/77)e*/?).
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Exemples

@ Lois exponentielles, Lois Gamma

@ Mélange de lois Gamma.
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temps d'atteinte

Multiplicative forte unimodalité

Unimodalité Retour au temps d'atteinte

Factorisation de Kanter ('75) :
Pour « < 1,0n a:

avec .

@ L suit une exponentielle de paramétre 1.

@ U loi uniforme sur (0, 1).

sin(mu)

Vu,c €(0,1), be(u) = sin(meu) sin' (7 (1 — c)u)

@ On pose K. = k_1b.(U). est [0, 1].
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ve forte unimodalité
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Ll—poz (é)

1
Lok — < Lo x K3 x (K;al)(é) x K7®

est unimodale
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