Estimation de paramétres pour des modéles
d'équations différentielles via la théorie du controle

Quentin Clairon

Laboratoire Analyse et Probabilités, Université d'Evry (France)

Onziéme colloque jeunes probabilistes et statisticiens 2014



Introduction des modéles étudiés et du
probléme d’estimation



Modéles d'équations différentielles

On s'intéresse au cas ou la fonction de régression de dimension d
est définie comme solution d'une d'équation différentielle ordinaire
(EDO):
ax _
o = f(t,X,0) (1)
X(O) = X0

» Modeéle implicite: Donne la relation entre le taux de variation

de la fonction de régression %X et X(t) elle méme.

» f, xp, 6 : respectivement champ de vecteur, condition initiale
et ensemble de paramétres définissant le modéle.

> Xpx,: Fonction de régression (appelée aussi variables d'état)
solution de (1) pour une valeur de € et une condition initiale
Xxo donnée.

» Existence et unicité de Xj ., mais souvent sans expression
analytique possible.



EDO: Exemple d'utilisation (1)

Couramment utilisé en physique, chimie ([5]) et plus récemment en
biologie (modéle SIR, biologie cellulaire [4],[12], réseaux de
régulation génétique [2] etc...).

» Exemple 1: Réaction chimique (Isomerisation a—Pinene [5]) :

X1
Xo
X3
Xa
Xs

—(91 + (92)X1

01.X1

02 X1 — (03 + 04) X3 + 05X5
03X3

04 X3 — 05 X5

» Equation derivée du principe de conservation de la masse.
» (Xi,...,Xs): concentration des espéces chimiques d'intérét.
» 0 = (61,...05): constante de réaction.



EDO: Exemple d'utilisation (2)
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Figure: a—Pinene: Solution pour x§ = (100,0,0,0,0) et
0* = (5.93, 2.96, 2.05, 27.5, 4) x 10~




EDO: Exemple d'utilisation (3)

» Exemple 2: Modéle de FitzHugh-Nagumo ([4]) evolution en
fonction du temps du voltage a travers la membrane d'un

axone: ) 5
Vo= c(V—‘%—i—R) o)
R = -1(V-a+bR)

» V : voltage
» R: variable de recouvrement (modélise les courants extérieurs)
» 0 = (a, b, ¢): paramétres du modéle



EDO: Exemple d'utilisation (4)

Figure: FitzHugh-Nagumo: Solution pour (Vo; Ro) = (—1; 1) et
6* = (0.2, 0.2, 3)



Intérét des modéles d'EDO

» Interprétabilité du modéle, description mécanique du processus
étudié (traduction naturelle en terme mathématique des lois de
conservations par ex).

» Peut reproduire une grande varieté de mouvements complexes.

» Bon cadre d'approximation de processus stochastique
([13].[8])-

» Probléme directe de prédiction bien traitée par des méthodes

numériques (approximation de la solution [10]) et qualitatives
(étude de stabilité, de présence de cycle limite).



Importance des paramétres (1)

Modéles souvent surparamétrisés.
Avoir une connaissance précise de la valeur des paramétres est

important:

» Pour eux-méme: Dus & leur interprétabilité leurs valeurs nous
renseignent sur les éléments clés de la dynamique du systéme
étudié.

» Pour le probléme direct: Leurs valeurs sont critiques pour
correctement prédire |'evolution du systéme étudié (théorie de
la bifurcation).



Importance des paramétres (2)

Figure: FitzZHugh-Nagumo: Solution pour (Vo; Ry) = (—1; 1) et pour
différentes valeurs de 6



Probleme étudié: Estimation de parametre

A partir d'observations partielles et bruitées (Yi,...,Y,) du
systéme:
Yi = CXpr 3 (ti) + €
ou
» 0=1t; <tr--- < t, =T temps d'observations aléatoirement

répartis sur un intervalle [0, T]

» C la matrice d'observation de taille d’ x d avec d’ < d
> ¢; I'erreur de mesure.

On cherche a estimer 6* sachant que Xo* xz solution de:
% = f(£,X.0)
X(O) = X0

pour = 0" et xp = x3.



Méthode d’estimation existante



Methode

» Maximum de vraisemblance: équivalent a |'estimateur des
moindres carrés non-linéaire si 'erreur de mesure est supposé
gaussienne ([11], [15], [14], [3]):

(Ores:Somes) = argmingso |V = X0 ()5 (g
= arg min97xo Ei (YI - X97Xo(ti))2

» Inférence Bayésienne ([9], [6], [1], [7]): On définit
généralement |'estimateur de Bayes par:

(55,@,9) =E[r(0,x | Yi,...Yn)] (4)

» m(0,x0 | Y1,...Yn): loi & posteriori
» 4 approximé avec utilisation d'algorithmes MCMC (“Markov

chain Monte Carlo") pour simuler des couples (9(’),xéi))

asymptotiquement selon la loi 7(6,x0 | Y1,... Yn).



Difficultées rencontrées

1. Intégration repétée par méthode numériques de I'EDO
augmentant le temps de calcul.

1.1 Moindres carrées: Nécessaire pour résoudre (3)
1.2 Inférence Bayésienne: Nécessaire pour les algorithmes MCMC

2. Besoin d'estimer la condition initiale xg en plus de 6,
augmentation de la dimension du probléme.

3. Grande sensibilité, dépendance non-linéaire de Xp ,, a 6.

3.1 Moindres carrées: (3) présente une surface irréguliére, aux
variations brusques et aux nombreux minima locaux.

3.2 Inférence Bayésienne: Mauvaise estimation de
w(0,x0 | Y1,...Yn), convergence lente des algorithmes
MCMC, 7(8,x0 | Y1,-.. Ys) multi-modale

4. Problémes d'identifiabilités du modéle.

4.1 Moindres carrées: Nombreux minima locaux pour (3)
4.2 Inférence Bayésienne: Qualité de la loi a priori capitale pour
assurer la convergence vers m(0,xo | Y1,...Ys)



Difficultées rencontrées: Synthése

» Probléme d'identifiabilité généralement aggravé par le
caracteére partiellement observée du systéme.

» Les problémes sont dues a la différence d'échelle entre le
modéle et les estimateurs.
» Un modéle d'EDO est défini a I'échelle de la dynamique.

» Les estimateurs classiques sont construits au niveau des
observations.

On propose un nouvelles approche d'estimation incorporant
I'information sur la dynamique du systéme apporté par I'EDO afin
de régulariser le probléme inverse.



Nouvelle méthode d’estimation



Introduction de I'EDO perturbée

Relaxation sur la dynamique imposée par I'EDO (1), on introduit
I'EDO perturbée:
ax _
= =1f(t,X,0)+u (5)
X(0) = xo

et Xy x,,u: solution de (5) pour une valeur de 6, une condition
initiale xg et une perturbation u donnée.



Introduction de la fonction de colit

On introduit le colit general:
T 2 T )
Cu(w.0.50) = [ | Koalt) = V[ e 3 [ a0l de (6)
0 0

lci:

-
’fo‘

observée et les données

~ 2
CXp xo,u(t) — YH2 dt: distance entre la trajectoire

> fOT ||u(t)||3 dt: distance entre le modeéle initial et le modéle
perturbée

Y est un estimateur non-paramétrique obtenu directement a partir
des données.



Définition de I'estimateur

On définit Sy le codt profilé sur I'ensemble des perturbations
possibles:
SA(G,Xo) ‘= min C)\(u, Q,Xo)
u

ainsi que notre estimateur:
(9oc,>?ooc> = arg min 5,(6, o)
»X0

Introduction d'une pénalisation de distance au modéle a I'échelle de
la dynamique.



Calcul du coit profilé

» Probléme: Définir S\(6, xo) revient a résoudre un probléme
d'optimisation en dimension infinie.

» Solution: Utiliser un résultat venu du contréle optimal, le
Principe du minimum de Pontryagin, donnant une
caractérisation nécéssaire du controle optimale T (i.e
permettant d'atteindre min, Cy\(u, 6, xp)) pour un couple
(0, xp) donné.



Minimum de Pontryagin

Selon le principe du minimum de Pontryagin pour (6, xo) donné le
contrdle optimale est sous la forme:

5() = 55 Pos()

en introduisant pg »,(t) nommé vecteur adjoint tel que le couple
(Xo,x0.1> Po,x,) SOIt solution de:

X@,Xo,ﬁ = f(t7 XO,X(),U7 9) + %p@,xo
p@,Xo = _%(taxe,xo,ﬁ7 9) Tp@,Xo + 2CT (CXG,XQ,U - Y)
(X9,Xo,ﬁ(0)7 p9,Xo(T)) = (X07 O)

Ainsi:

53050 = [ [ - YOt + 25 [ 0l ot



Intérét supplementaire

» Présence d'une misspecification de modéle i.e le vrai processus
suit une EDO différente de (1)

» Le contrdle optimale T obtenu pour |'estimation <ro,>?ooc)

mesure la distance entre le modéle supposé et la trajectoire
observée. Il peut ainsi donner des indications sur une
éventuelle mauvaise spécification.



Résultats et exemple



Résultat cas linéaire

Ici

f(t,X,0)=A(t,0) X +r(t,0)

C1: Le modéle est identifiable a (6%, x;) i.e:

0=0"

X0 =X}

V(0,x) €O x X; CXyxy = CXpr g = {

C2: (t,0) — A(t,0) et (t,0) — r(t,0) C>sur [0, T]x ©
C3: 0‘992%9(9*) est inversible

C4: (Y, t;) i.i.d avec Var(Y; | ti) = oly (0 < +00) et les ¢;
distribués uniformément sur [0, T]

C5: Y estimateur obtenu par spline de regression dans une
. 2
base de taille K avec: \/nK—° — Qet KT —0

Alors: Sous ces conditions § — 0* est asymptotiquement normal et:

6 — 6" = Op(n~1/?)



Exemple: Comparaison avec les NLS

Protocole: Pour chaque modéle, avec un 0* et xj fixé on effectue
100 simulations d'estimations. Pour chacune d’elle on génére 50
observations uniformément réparties sur [0, T| avec ajout d'un
bruit gaussien d'écart type o = 15% de la valeur moyenne des
variables d'états.
Choix du couple (6%, x§):

> Pour a—Pinene: x3 = (100,0,0,0,0),

0* = (5.93, 2.96, 2.05, 27.5, 4) x 107
> Pour FitzHugh Nagumo: x§ = (-1, 1), * = (0.2, 0.2, 3).



Exemple: Resultat

Précision de I'estimation mesurée par:

et:

ARE =

1

Nbrun

9*—5‘

Nbrun

; 6%
i=1

MSE = Bias(f,6*)? + Var(6)

|

|

|

|

a—Pinene MSE (x1072) | ARE (x1072)
Ones 0.26 8.47
foc 0.11 7.01

FitzHugh-Nagumo MSE (x10%) | ARE (x1073)
OnLs 0.14 4.80
foc 0.11 4.08

Table: Resultats obtenus



Conclusion

Résultat prometteurs mais:

» Temps de calcul
» Sélection d'hyperparamétre

» Théorie (cas linéaire traité, cas non linéaire...)



Merci de votre attention
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