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Quelle question ?

Un statisticien (méme le vendredi matin) travaille avec un
échantillon Z1,...,Z, i.i.d. dans un espace plus ou moins
complexe Z.

Et on optimise...

Exemples :

e Si Z; = (X;, Y;), on cherche a minimiser >_7 ; |Y; — aX; — b].
Plus particulierement, on cherche les valeurs de a et de b
optimales.

e Moindre carrés : mingp > 1, (Vi — aX; — b)?

e Maximum de vraisemblance : meaxz:,'-’:1 log fy(Z;)
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Quelle question ?

Dans tout ces cas, on cherche a minimiser une quantité empirique
"s'approchant” d'une espérance. Dans l'idéal, le choix du minimum
serait argmin, E [((Z)].

Emilien Joly Minimiser le risque empirique pour des pertes a queue lourde



@ Cadre de I'estimation robuste

@ Estimateur de Catoni

© Résolution sur une classe F

@ Un exemple de perte
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Risque et pertes

Soit Z une variable aléatoire réelle. Z peut étre une variable réelle,
3 valeur dans RY ou méme dans un espace mesurable quelconque

Q.

@ Une fonction de risque est £ : Q — [0, +-00[. On I'appelle
certaines fois fonction de coiit ou fonction de perte.

@ Choix de ¢ : F ensemble des candidats.
On se référe a la perte optimale théorique ¢p: définie par :

lopt € argminE [((Z)]
leF

Pour toute fonction de perte ¢, le risque prend la forme :

R(f) = E[(Z)] - E [fopt(Z)]

A,

Objectif : Trouver une estimation  rendant R(¥) le plus petit
possible.
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Minimisation du risque empirique classique

Le statisticien a accés a (Z1,...,Z,) un échantillon de la loi de Z.
Un estimateur de risque empirique e, est défini par :

n

Do € argmin Z U Z)

teF 4

Le risque de cet estimateur dépend fortement du comportement de

> UZ).

Deux types d'hypothéses de concentration :
o Var({(Z)) < oo = >_7 1 4(Z;) a queue sous-quadratique
e ( bornée = >, (Z;) a queue sous-Gaussienne

Peut-on faire mieux? On ne s'autorise que des hypothéses faibles
sur la distribution Z.
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Queue sous-Gaussienne

Une inégalité de concentration a la forme :
P(Z > u) < g(u)

ol g est une fonction décroissant plus ou moins rapidement en wu.
La concentration sous-Gaussienne est donnée par

g(u) = Kexp(—”—vz), plus utilisée sous la forme

K
Z < y/cIn(—) avec probabilité au moins 1 — ¢
£
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Un estimateur robuste pour les queues lourdes

On définit une fonction ¢ de
troncature.
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Le nouvel estimateur est définit comme I'unique solution fiy de :

i¢(a(g(z,) —1)) =0

5

« est un parameétre a optimiser.
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Concentration autour de la moyenne

Pour chaque ¢ on obtient une concentration
quasi-sous-Gaussienne.

Théoreme (Catoni 2011)

Soite >0, a= ZIC’L On suppose que n > 2loge™! et que

Var(¢(Z)) < v. L’ est/mateur fig vérifie avec probabilité plus grande

que 1 — 2¢,
N 2vloge—1
E[(2)] - el </ =2

Le choix de € dépend de n.

Par « I'estimateur dépend de la variance v et du niveau de
confiance . Il faut donc connaftre une borne supérieure de la
variance a priori.
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Entropie

Le cadre non paramétrique demande un contrble de I'espace F. On
défini I'entropie :

Definition

On munit I'espace F d’une distance d. On appelle Entropie la
quantité :

diamg F
fyd:/ V0og N(F,d,e)de
0

ou N(F,d,e) est le nombre minimal de boules de rayon ¢
recouvrant F.

Cette quantité mesure la complexité de |'espace F.
On notera 2 I'entropie pour la distance L.
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Un apercu du chaining

L'idée du chaining est de contrdler le E [supsc 7 X¢].

Emilien Joly Minimiser le risque empirique pour des pertes a queue lourde



Un apercu du chaining

Soient Xy des variables aléatoireszd’espérance nulle. On suppose
que P(Xr — Xpr > t) < exp(—m)

2 0] <
fer

On récupeére aussi une concentration sous-Gaussienne pour
supser X
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Résultat principal

De la méme facon on peut définir : £ = argmin [i,.
On désigne par d> la norme quadratique sur F. Le risque de { est
controlé par une queue sous-gaussienne :

Theorem

Soit € > 0. On choisit & = y/2loge~1/(vn). On suppose que pour
tout £ € F, Var({(Z)) < v. Enfin on suppose que -5, est finie.

Alors avec probabilité plus grande que 1 — 6¢,

2
E[{(2)] - Eltopt(2)] < O/loge \f + ﬁ + o(%)

ou [ désigne une constante universelle.
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k-means

Prenons I'exemple d'une classe de fonctions vivant dans un espace
de dimension finie d.

k-means : Soit Z une variable aléatoire de RY de variance finie V.
A I'aide de k éléments ¢; de |'espace RY, on veut “décrire” la
distribution de Z.

U2) = min [|Z =l
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k-means
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k-means

Prenons I'exemple d'une classe de fonctions vivant dans un espace
de dimension finie d.

k-means : Soit Z une variable aléatoire de RY de variance finie V.
A I'aide de k éléments ¢; de |'espace RY, on veut “décrire” la
distribution de Z.

U2) = min [|Z =l
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k-means

Prenons I'exemple d'une classe de fonctions vivant dans un espace
de dimension finie d.
k-means : Soit Z une variable aléatoire de RY de variance finie V.
A I'aide de k éléments ¢; de |'espace RY, on veut “décrire” la
distribution de Z.

(Z)= min ||Z — ¢

(2) = min 1Z |

On peut montrer qu'avec “grande probabilité”
(¢1,...,¢) € B(0,R). R ne dépendant que de la distribution de Z.
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k-means

Il faut calculer la variance de ¢(Z)! Elle est majorée par 2Vk.

I faut calculer 75, ! Nous avons donc besoin de recouvrir la boule

de rayon R par des boules de rayon £. On a un majorant bien

connu : J
4R

Ng,(B(0,R),¢€) < (>

€

donc 7, < Cvd

La borne est donc de la forme

E[U(2)] ~ Eltop(2)] < €y flog (/% + /2
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Conclusion

o Simplifier le résultat lorsque I'on se trouve en fait dans un
cadre paramétrique.

@ Qu'est-ce que ca donne lorsque les données sont sparses ?

@ Peut-on appliquer cette technique a des estimations robustes
alternatives ?
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Merci |

Des questions ?
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