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Cadre : statistique pour données fonctionnelles

Données fonctionnelles :

Les données sont des réalisations d’une fonction aléatoire X .

−→ cadre différent du cadre classique de la statistique qui consiste à
étudier des vecteurs de Rd .

Hypothèse: X ∈ H, où (H, ‖ · ‖, 〈·, ·〉) espace de Hilbert séparable.

Exemple: X : [a, b]→ R et H = L2([a, b]) avec

〈f , g〉 =
∫ b

a
f (t)g(t)dt et ‖f‖ =

√
〈f , f 〉.

Contexte :

Étude du lien entre Y ∈ R et X ∈ H à l’aide d’un échantillon
{(Xi ,Yi), i = 1, . . . ,n} i.i.d. de copies de (X ,Y ).
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Exemples de données fonctionnelles

wavelengths

A
bs
or
ba
nc
es

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

850 900 950 1000 1050

2
3

4
5

1

Figure: Courbes spectrométriques, source:
http://www.math.univ-toulouse.fr/staph/
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Exemples de données fonctionnelles
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Figure: Courbes spectrométriques, source:
http://www.math.univ-toulouse.fr/staph/
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Plan

1 Estimateurs à noyaux de la fonction de répartition conditionnelle

2 Sélection de la fenêtre

3 Simulations
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Plan

1 Estimateurs à noyaux de la fonction de répartition conditionnelle
Objectifs
Étude de l’estimateur avec fenêtre fixée

2 Sélection de la fenêtre

3 Simulations
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Objectif

Objectif

Estimer la fonction de répartition conditionnelle :

F X : y 7→ P(Y ≤ y |X ),

où X est une v.a. à valeur dans H et Y v.a.r.

Pas d’hypothèse sur la forme de la relation de dépendance entre X et Y .
−→ cadre non-paramétrique.
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Travaux existant: estimation de F X : y 7→ P(Y ≤ y |X )

Cas particulier: Si X et Y indépendants, F X (y) = P(Y ≤ y).

Estimateur : F̂ (y) :=
1
n

n∑
i=1

1{Yi≤y}.

Cas général : (Ferraty et al., 2006,2010) Estimateur à noyau:

F̂ x
h (y) :=

n∑
i=1

W (i)
h 1{Yi≤y} avec W (i)

h =
K (‖Xi − x‖/h)∑n
i=1 K (‖Xi − x‖/h)

où K est un noyau

i.e. K : R→ R+,
∫
R K (t)dt = 1.

−→ Estimateur convergent lorsque h est bien choisi.

8 / 28



Travaux existant: estimation de F X : y 7→ P(Y ≤ y |X )

Cas particulier: Si X et Y indépendants, F X (y) = P(Y ≤ y).

Estimateur : F̂ (y) :=
1
n

n∑
i=1

1{Yi≤y}.

Cas général : (Ferraty et al., 2006,2010) Estimateur à noyau:

F̂ x
h (y) :=

n∑
i=1

W (i)
h 1{Yi≤y} avec W (i)

h =
K (‖Xi − x‖/h)∑n
i=1 K (‖Xi − x‖/h)

où K est un noyau

i.e. K : R→ R+,
∫
R K (t)dt = 1.

−→ Estimateur convergent lorsque h est bien choisi.

8 / 28



Travaux existant: estimation de F X : y 7→ P(Y ≤ y |X )

Cas particulier: Si X et Y indépendants, F X (y) = P(Y ≤ y).

Estimateur : F̂ (y) :=
1
n

n∑
i=1

1{Yi≤y}.

Cas général : (Ferraty et al., 2006,2010) Estimateur à noyau:

F̂ x
h (y) :=

n∑
i=1

W (i)
h 1{Yi≤y} avec W (i)

h =
K (‖Xi − x‖/h)∑n
i=1 K (‖Xi − x‖/h)

où K est un noyau

i.e. K : R→ R+,
∫
R K (t)dt = 1.

−→ Estimateur convergent lorsque h est bien choisi.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

0.
0

0.
4

0.
8

t

K
(t

)

0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
4

0.
8

t

K
(t

)

8 / 28



Travaux existant: estimation de F X : y 7→ P(Y ≤ y |X )

Cas particulier: Si X et Y indépendants, F X (y) = P(Y ≤ y).

Estimateur : F̂ (y) :=
1
n

n∑
i=1

1{Yi≤y}.

Cas général : (Ferraty et al., 2006,2010) Estimateur à noyau:

F̂ x
h (y) :=

n∑
i=1

W (i)
h 1{Yi≤y} avec W (i)

h =
K (‖Xi − x‖/h)∑n
i=1 K (‖Xi − x‖/h)

où K est un noyau

i.e. K : R→ R+,
∫
R K (t)dt = 1.

−→ Estimateur convergent lorsque h est bien choisi.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

0.
0

0.
4

0.
8

t

K
(t

)

0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
4

0.
8

t

K
(t

)

8 / 28



Choix de la fenêtre

−10 0 10 20 30

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

y

F
X

Figure: En gris, estimateurs de la famille F̂h, h ∈ Hn (où Hn est notre collection de
fenêtres), en orange F̂h avec h ≈ 0.18.
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Choix de la fenêtre
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Figure: En gris, estimateurs de la famille F̂h, h ∈ Hn (où Hn est notre collection de
fenêtres), en bleu F̂h avec h ≈ 5.19.
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Choix de la fenêtre
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Figure: En gris, estimateurs de la famille F̂h, h ∈ Hn (où Hn est notre collection de
fenêtres), en vert F̂h avec h ≈ 0.16.
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Choix de la fenêtre
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Figure: En gris, estimateurs de la famille F̂h, h ∈ Hn (où Hn est notre collection de
fenêtres).
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Questions :

Comment choisir h ?
Propriétés de F̂ x

h lorsque n fini ?
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Étude des propriétés de F̂ x
h (y) : risque considéré

Risque quadratique intégré :

E
[∥∥∥F X ′ − F̂ X ′

h

∥∥∥2

D
1{X ′∈B}

]
=

∫
B

∫
D

(
F x(y)− F̂ x

h (y)
)2

dPX (x)dy ,

où
X ′ est une copie indépendante de X ;
D est un compact de R;
B est un sous-ensemble borné de H.
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Étude des propriétés de F̂ x
h (y) : hypothèses

Hypothèses...

HK ... sur le noyau
K est à support dans [0, 1],
∀t ∈ [0, 1], 0 < cK ≤ K (t) ≤ CK < +∞;

HF ... sur la répartition conditionnelle
L’application x 7→ F x est β-höldérienne :

∃CD > 0, ∀x , x ′ ∈ H, ‖F x − F x′‖D ≤ CD‖x − x ′‖β ;

Hϕ ... sur le processus X
via les probabilités de petites boules:

ϕX ′(h) := P(‖X − X ′‖ ≤ h|X ′) et ϕ(h) := P(‖X‖ ≤ h).

∃cϕ,Cϕ > 0, telles que :

∀h > 0, cϕϕ(h) ≤ ϕX ′(h) ≤ Cϕϕ(h), p.s. sur {X ′ ∈ B}.
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Étude des propriétés de F̂ x
h (y) : majoration à h fixé

Proposition (Chagny et Roche, 2014)

Sous les hypothèses HK , HF et Hϕ,

E
[∥∥∥F̂ X ′

h − F X ′
∥∥∥2

D
1B(X ′)

]
≤ C

(
h2β +

1
nϕ(h)

)
,

où C > 0 dépend uniquement de cK , CK , cϕ, Cϕ, |D| et CD.

Problème:

h optimal dépend de β inconnu −→ comment choisir h en pratique ?
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Plan

1 Estimateurs à noyaux de la fonction de répartition conditionnelle

2 Sélection de la fenêtre
Methode inspirée de Goldenshluger-Lepski
Majoration du risque de l’estimateur adaptatif
Vitesses de convergence : optimalité au sens minimax

3 Simulations
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Méthode “type Goldenshluger-Lepski”

Objectif:

Sélectionner un estimateur ayant des propriétés comparables à celles de
l’oracle F̂h∗ où

h∗ = arg minh>0E
[∥∥∥F̂ X ′

h − F X ′
∥∥∥2

D
1B(X ′)

]

Critère imitant la décomposition biais-variance du risque:

ĥ = arg minh∈Hn

{
Â(h) + V̂ (h)

}
,Hn ⊂ R∗+ collection finie,

où:

V̂ (h) = κ
ln n

nϕ̂(h)
où κ > 0 et ϕ̂(h) := 1

n

∑n
i=1 1{‖Xi‖≤h}.

Â(h) = maxh′∈Hn

(
‖F̂ X ′

h′ − F̂ X ′
h′∨h‖2

D − V̂ (h′)
)
+

.
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ĥ = arg minh∈Hn

{
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Critère imitant la décomposition biais-variance du risque:

ĥ = arg minh∈Hn

{
Â(h) + V̂ (h)

}
,Hn ⊂ R∗+ collection finie,

où:

V̂ (h) = κ
ln n

nϕ̂(h)
où κ > 0 et ϕ̂(h) := 1

n

∑n
i=1 1{‖Xi‖≤h}.

Â(h) = maxh′∈Hn

(
‖F̂ X ′

h′ − F̂ X ′
h′∨h‖2

D − V̂ (h′)
)
+

.

18 / 28



Majoration du risque de l’estimateur adaptatif

Majoration du risque adaptatif (Chagny et Roche, 2014)

Sous des conditions portant sur la collection Hn et sur la constante κ, si les
hypothèses HK , HF et Hϕ sont vérifiées :

E
[∥∥∥F̂ X ′

ĥ
− F X ′

∥∥∥2

D
1B(X ′)

]
≤ C′

(
h2β+

ln n
nϕ(h)

)
+

C
n
.

−→ Estimateur optimal au sens de l’oracle, à la perte log près.

Vitesses de convergence ?
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Hypothèses sur la probabilité de petite boule ϕ

Rappel: Concentration du processus X en l’origine

ϕ(h) = P (‖X‖ ≤ h) , h > 0.
Hypothèses
HX ,L Il existe γ1, γ2 ∈ R et α > 0 tels que

c1hγ1 exp(−c2h−α) ≤ ϕ(h) ≤ C1hγ2 exp(−c2h−α),

HX ,M Il existe γ1, γ2 ∈ R et α > 1 tels que

c1hγ1 exp(−c2 lnα(1/h)) ≤ ϕ(h) ≤ C1hγ2 exp(−c2 lnα(1/h)),

HX ,F Il existe γ > 0 tel que
c1hγ ≤ ϕ(h) ≤ C1hγ .

X mouvement brownien vérifie HX ,L avec α = 2;
X ∈ Rd vecteur aléatoire vérifie HX ,F avec γ = d .
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Vitesses

HX ,L HX ,M HX ,F

(vitesse lente) (vitesse intermédiaire) (vitesse rapide)

(a) Vitesses pour F̂h∗
(ln(n))−2β/α exp

(
− 2β

c1/α
2

ln1/α(n)
)

n−
2β

2β+γ
(bornes sup.)

(b) Vitesses pour F̂ĥ (ln(n))−2β/α exp
(
− 2β

c1/α
2

ln1/α(n)
) (

n
ln(n)

)− 2β
2β+γ

(bornes sup.)

(c) Risque minimax
(ln(n))−2β/α exp

(
− 2β

c1/α
2

ln1/α(n)
)

n−
2β

2β+γ
(bornes inf.)
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Plan

1 Estimateurs à noyaux de la fonction de répartition conditionnelle

2 Sélection de la fenêtre

3 Simulations
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Simulation de X

HX ,L HX ,M HX ,F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
4

−
2

0
2

t

X
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
−

2
−

1
0

1
2

t

X
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
3

−
2

−
1

0
1

2

t

X
(t

)

X(t) = W (t) + ξ0 X(t) = ξ0 X(t) = ξ0 +
√

2ξ1 sin(−πt/2)
(W (t) mouvement brownien) +

√
2
∑150

j=1
e−j√

j
sin(π(j − 0.5)t) +ξ2 sin(πt/2)/

√
2

avec (ξj )j≥0 i.i.d. N (0, 1).
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Résultats : modèle de régression

Yi =
(∫ 1

0 β(t)Xi(t)dt
)2

+ εi (i = 1, . . . ,500) avec β(t) = sin(4πt) et
εi ∼ N (0,0.1).
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Figure: Légende : en gris, estimateurs de la famille F̂h, h ∈ Hn, en vert, meilleur
estimateur, en rouge, estimateur sélectionné F̂ĥ.
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Résultats : modèle de mélange gaussien

Yi |Xi = x ∼ 0.5N (8− 4‖x‖,1) + 0.5N (8 + 4‖x‖,1), i = 1, . . . ,500.
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Figure: Légende : en gris, estimateurs de la famille F̂h, h ∈ Hn, en vert, meilleur
estimateur, en rouge, estimateur sélectionné F̂ĥ.
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Merci pour votre attention !
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