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Cadre : statistique pour données fonctionnelles

@ Données fonctionnelles :
Les données sont des réalisations d’une fonction aléatoire X.

— cadre différent du cadre classique de la statistique qui consiste a
étudier des vecteurs de RY.

o Hypothése: X € H, ot (H, || - ||, (-, -)) espace de Hilbert séparable.

o Exemple: X : [a,b] — R et H = 1.%([a, b]) avec

b
(f.g) = / f(Hg(t)at et 1] = /TF. F.

o Contexte :

Etude du lien entre Y € R et X € H a I'aide d’'un échantillon
{(X;,Yi),i=1,...,n} iid. decopiesde (X,Y).
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Exemples de données fonctionnelles
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0 Estimateurs a noyaux de la fonction de répartition conditionnelle
© Sélection de la fenétre

© Simulations
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Plan

o Estimateurs a noyaux de la fonction de répartition conditionnelle
e Objectifs
e Etude de 'estimateur avec fenétre fixée
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Objectif

Estimer la fonction de répartition conditionnelle :

FX .y —P(Y <y|X),

ou X est une v.a. a valeur dans H et Y v.a.r.

Pas d’hypothése sur la forme de la relation de dépendance entre X et Y.
— cadre non-paramétrique.
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Travaux existant: estimation de FX : y s P(Y < y|X)

Cas particulier: Si X et Y indépendants, FX(y) = P(Y < y).

. - 1o
Estimateur : F(y) := 521{"19}'
i=1
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Travaux existant: estimation de FX : y s P(Y < y|X)

Cas particulier: Si X et Y indépendants, FX(y) = P(Y < y).

Estimateur : Z 1y<p)-

Cas geneml (Ferraty et al., 2006,2010) Estimateur a noyau:

\ K(1X - x|/h)
i ZW oy avee Wi = s s R

ou K est un noyau

ie. K: RHRJF,fR tdt =1.

— Estimateur convergent lorsque h est bien choisi.
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Travaux existant: estimation de FX : y s P(Y < y|X)

Cas particulier: Si X et Y indépendants, FX(y) =P(Y <y).

Estimateur : Z 1iv<y)
Cas general (Ferraty et al., 2006,2010) Estlmateur a noyau:
Xi —x||/h)
FX W )1 y,<y} avec W Kl ou K est un noyau
Z = TS K(IX - X[/

ie. K: R—>R+,fR Hdt=1.
— Estimateur convergent lorsque h est bien choisi.
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Choix de la fenétre
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Figure: En gris, estimateurs de la famille Fn, h e Hn (ou H, est notre collection de
fenétres), en orange F, avec h ~ 0.18.
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Choix de la fenétre
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Figure: En gris, estimateurs de la famille Fn, h € Hn (ou Hn est notre collection de
fenétres), en bleu F, avec h ~ 5.19.
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Choix de la fenétre

1.0

0.8
I

Er

0.4

0.2
I

0.0
I

-10 0 10 20 30

Figure: En gris, estimateurs de la famille Fn, h € Hn (ou Hn est notre collection de
fenétres), en vert F, avec h ~ 0.16.
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Choix de la fenétre
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Figure: En gris, estimateurs de la famille Fn, h e Hn (ou H, est notre collection de
fenétres).
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e Comment choisir h ?
o Propriétés de F lorsque n fini ?
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Etude des propriétés de IA:,’,( (y) : risque considéré

Risque quadratique intégré :
2
[HFX 74 1{)«65}] // (F ) - Fi() dPx(x)dly.

o X’ est une copie indépendante de X;
e D est un compact de R;

e B est un sous-ensemble borné de H.

ou
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Etude des propriétés de IA:,’,( (y) : hypothéses

Hypothéses...

Hg ... sur le noyau
e K esta support dans [0, 1],
e Vte [0,1]7 0<cex < K(t) < Ck < +o0;

He ... sur la répartition conditionnelle
o Lapplication x — F* est 8-holdérienne :

3Cp >0, Vx,x' € H, |F*—FX|p< Collx — x'||’;

H, ... surle processus X
e via les probabilités de petites boules:

@' (h) = P(IIX = X'|| < hIX') et g(h) = P(| X]| < h).
e dc,, C, > 0, telles que :

Yh >0, c,o(h) < ¥ (h) < Cop(h), p.s. sur {X' € B}.
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Etude des propriétés de IA:,’,( (y) : majoration a h fixé

Proposition (Chagny et Roche, 2014)
Sous les hypothéses Hy, HF et H,,

B [Hﬁ,i(’ P 15()«)] <c (hw + n;(h)) ,

ou C > 0 dépend uniquement de ck, Ck, c,, C,, |D| et Cp.
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Etude des propriétés de IA:,’,( (y) : majoration a h fixé

Proposition (Chagny et Roche, 2014)
Sous les hypothéses Hy, HF et H,,

B [Hﬁ,i(’ P 15()«)] <c (hw + n;(h)) ,

ou C > 0 dépend uniquement de ck, Ck, c,, C,, |D| et Cp.

h optimal dépend de 8 inconnu — comment choisir h en pratique ? \
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Plan

@ Sélection de la fenétre
e Methode inspirée de Goldenshluger-Lepski
e Majoration du risque de I'estimateur adaptatif
e Vitesses de convergence : optimalité au sens minimax
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Méthode “type Goldenshluger-Lepski”

Sélectionner un estimateur ayant des propriétés comparables a celles de
I'oracle Fp+ ou

h* = argmin,,_,E [Hlt_ﬁ(, - FX’HZD“B(X/)}
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Méthode “type Goldenshluger-Lepski”

Sélectionner un estimateur ayant des propriétés comparables a celles de
I'oracle Fp+ ou

h* = argmin,., E [HIA-'ﬁ( - FX'H2D1B(X')]

1
< C | hP + )
< nyp(h)
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Méthode “type Goldenshluger-Lepski”

Sélectionner un estimateur ayant des propriétés comparables a celles de
I'oracle Fp+ ou

h* =argmin,., E [HIA-'h/ — FX'HZ“B(X')]

<C <h23 4k )

Critére imitant la décomposition biais-variance du risque:

h=argmin,_;,_ {7\(h) + } ,Hn C R collection finie,

ou: |
N nn

o V(h) = rk—
Q ng(h)

o Alh) = maxweu, (IFX — FX.pl— V() .

18728
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Majoration du risque de [’estimateur adaptatif

Majoration du risque adaptatif (Chagny et Roche, 2014)

Sous des conditions portant sur la collection #, et sur la constante «, si les
hypothéses Hk, HFr et H, sont vérifiées :

~ /112 Inn C
X' _ X ! / 23 =
X —F HD1B(X)] <C <h +n¢(h))+n.

— Estimateur optimal au sens de 'oracle, a la perte log prés.
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Majoration du risque de [’estimateur adaptatif

Majoration du risque adaptatif (Chagny et Roche, 2014)

Sous des conditions portant sur la collection #, et sur la constante x, si les
hypothéses Hk, HFr et H, sont vérifiées :

~ /112 Inn C
X' _ X ! / 23 =
X —F HD1B(X)] <C <h +mp(h))+n.

— Estimateur optimal au sens de 'oracle, a la perte log prés.

Vitesses de convergence ?
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Hypotheses sur la probabilité de petite boule
o Rappel: Concentration du processus X en l'origine

p(h) =P (X[ <h), h>0.

o Hypotheses
Hx . Il existe v1,72 € Ret a > 0 tels que

cih” exp(—c2h™ %) < p(h) < Cih™ exp(—c2h™ ),

Hx m Il existe v1,v2 € R et o > 1 tels que
cith exp(—c2In*(1/h)) < p(h) < Cih™ exp(—cz In®(1/h)),

Hx.r Il existe v > 0 tel que
cih” < p(h) < Cih".

e X mouvement brownien vérifie Hy ; avec o = 2;
o X € RY vecteur aléatoire vérifie Hy £ avec v = d.
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Vitesses

Hx 1
(vitesse lente)

Hx,m
(vitesse intermédiaire)

Hx.F
(vitesse rapide)

(a) Vitesses pour Fie
(bornes sup.)

(In(n)) 2%/

2 1/
oxp (7 n'/2(n))
2

(b)  Vitesses pour I:'F
(bornes sup.)

(In(m)) 27/«

exp (fjfl In1/‘*(n))
2

(c) Risque minimax
(bornes inf.)

(in(m)) 2%/
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0 Estimateurs a noyaux de la fonction de répartition conditionnelle
© Sélection de la fenétre

© Ssimulations
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Simulation de X

X(t)=W(t) +& X(t ) €0 X(t) = & + V2& sin(—nt/2)
(W(t) mouvement brownien)  ++v/2371%} 7’ n(r(j — 0.5)t) +&sin(rt/2)/vV2

avec (§;)j>0 i.d. N(0,1).
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Résultats : modele de régression

Y = (f01 ﬂ(t))(,-(t)dt)2 +ei(i=1,...,500) avec 5(t) = sin(4rt) et
gj ~N(0,0.1).

Hx 1 Hx m Hx r

Figure: Légende : en gris, estimateurs de la famille Fp,, h € H,, en vert, meilleur
estimateur, en rouge, estimateur sélectionné F;.
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Résultats : modele de régression

Y = <f01 ﬂ(t))(,-(t)dt)2 +ei(i=1,...,500) avec 5(t) = sin(4rt) et

ej ~N(0,0.1).
Hx 1

Hx m

Hx r
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Résultats : modele de mélange gaussien

Yi|X; = x ~ 0.5N/(8 — 4||x||,1) + 0.5N/(8 + 4 x|, 1),i=1,...,500.

Hx.1 Hx.m Hx F

Figure: Légende : en gris, estimateurs de la famille Fp,, h € H,, en vert, meilleur
estimateur, en rouge, estimateur sélectionné F;.
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Résultats : modele de mélange gaussien

YiIXi = x ~ 0.5N/(8 — 4|x||, 1) + 0.5N/(8 + 4|x||, 1), i = 1,...,500.
Hx 1 Hx m
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Merci pour votre attention !
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