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Introduction et Motivation

e Soit X1,...,X, € RN des vecteurs i.i.d centrés et de matrice
de covariance ¥ = E(X;X{) = ... = E(X,X]).
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e Soit X1,...,X, € RN des vecteurs i.i.d centrés et de matrice

de covariance ¥ = E(X;X{) = ... = E(X,X]).

e La matrice de covariance empirique est définie par
fokxk = f)c X7 ot X, =(X1...X,) € Mpyxn(R).

E(X S0 XeX[) =%
e Pour N fixé, la loi des grands nombres implique que

lim ZXka =Y ps.

n——+oo n
e Que se passe-t-il lorsque N := N, — oo quand n — oo ?
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Un brin d’histoire

e Wishart (1920-1930)

e La naissance de la statistique mathématique
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e Wigner, Mehta, et Dyson (1950-1960)
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e Maréenko, Pastur, Girko, Bai, et Silverstein (1960-1980)
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Théoréme de Marcenko-Pastur

e Soit (Xj)ij>1 une famille de variables aléatoires réelles i.i.d tel
que E(X11) =0 et Var(Xq1) = 1.

4/ 11



Théoréme de Marcenko-Pastur

e Soit (Xj)ij>1 une famille de variables aléatoires réelles i.i.d tel
que E(X11) =0 et Var(X11) = 1.
o Soit B, =137 XuX] = L1x,xT ol

X1 X2 ... X

Xni Xnz2 oo Xwn

4/ 11



Théoréme de Marcenko-Pastur

e Soit (Xj)ij>1 une famille de variables aléatoires réelles i.i.d tel
que E(X11) =0 et Var(X11) = 1.
o Soit B, =137 XuX] = L1x,xT ol

Xn=(X1...Xp) = : : :
Xnt Xn2 oo Xwn

e La mesure spectrale empirique de B, sont respectivement
définies par

1 N
II"LBn = N ZéAk
k=1

ol A1,..., Ay sont les valeurs propres de B,,.

4/ 11
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e Soit (Xj)ij>1 une famille de variables aléatoires réelles i.i.d tel
que E(X11) =0 et Var(X11) = 1.
o Soit B, =137 XuX] = L1x,xT ol

Xn=(X1...Xp) = : : :
Xnt Xn2 oo Xwn

e La mesure spectrale empirique de B, sont respectivement
définies par

1 N
II"LBn = N ZéAk
k=1

ol A1,..., Ay sont les valeurs propres de B,,.

e On suppose que ¢, := % T> c € (0,00).
n——+400
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Théoréme de Marcenko-Pastur

Theorem
Presque siirement, pour toute fonction continue et bornée

f:R—R,
/ fdug, ——— / fduc
n—-400

ou e est la loi de Marcenko-Pastur

<1 _ i) 5o + CTIWX‘/“’ —X)(x — ) 1pa5(x)dx
+

avec .+ :=max(0,.) et a= (1 —/c)® et b= (1+/c)%
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La Transformée de Stieltjes

La transformée de Stieltjes S, : C; — C d'une loi v sur R est
définie par

Su(z2) = / LI

X —Z
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La Transformée de Stieltjes

La transformée de Stieltjes S, : C; — C d'une loi v sur R est
définie par

Su(z2) = / LI

X —Z

e |S,(2)] € 1/Im(z) et Im(S,(z)) > 0.
e La fonction S, est analytique sur C. et caractérise v.

b
u([a, B]) = lim 1/ TmS, (x + iy) dx.

ylo ™

e Pour une suite de mesures (v,)n, on a

(Vn LN y) = (vZ €Cy, S(2) —— 5,,(2)).

n—oo



Preuve par Transformée de Stieltjes

e La transformée de Stieltjes S de la loi de M-P est

5(2):2;<(1—y)—z+\/(z—1—c)2—4c>.
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e But: Montrer pour tout z € C*, lim,_,0 S (2) = S(2).

1. Sug, (2) —E(S,, (2)) — 0 presque siirement
2. E(Sus,(2)) —E(Syq,(2)) — 0 ol

1 T T
G,=-5S"Y.YT et Y, =(Yi....Yw)7,
nz poe (M1 i)

i=1

(Yij)ij>1 étant une suite i.i.d. Gaussienne centrée réduite
indépendante de (Xi )i k>1-
3. E(Spq,(2)) — S(z) — 0 presque siirement.
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La Transformée de Stieltjes

N
1
S (@)= [ ) = 5
k=

(1)
_ %Tr(B,, S ) (X, X)),
Sue, (2) = %Tr(G,, —zD) Y= (Y1, ... Y,). (2)



La Transformée de Stieltjes

N
1
Si0,(2) = [ 1 dun, () = ZAk_Z
k=

(1)
_ %Tr(B,, C )= (X X0).
Sue, (2) = %Tr(G,, —zD) Y= (Y1, ... Y,). (2)

Montrer que

Ef(Xq,...,Xn) —Ef(Y1,...,Y,) =0
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Soit f : R"™ — R une fonction trois fois dérivable.
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Soit f : R"™ — R une fonction trois fois dérivable.

e Soient (Xk)kez et (Yk)kez deux suites indépendantes de
variables aléatoires indépendantes bornées centrées réduites.
On note les vecteurs aléatoires

X=(Xy,..., X)) et Y=(Yi,...,Yp).

Comment peut-on approximer E(f(X)) par E(f(Y)) ?



La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Z; = (X1,...,Xi, Yit1,..., Yn),On a

n

Ef(X) - Ef(Y) =Y (Ef(Z;) - Ef(Z;_1))
i=1
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Z; = (X1,...,Xi, Yit1,..., Yn), 0n a

n

Ef(X) —Ef(Y) =Y (Ef(Z;) — Ef(Z;_1))
i=1

e Onnote Z% = (X4,...,X;-1,0, Yit1,..., Yn). Grice 2 la
formule de Taylor, on a

f(Z;) — f(Zi_1) = (X; — Y)Oif(Z%) + (X? — Y?)d?F(Z9)
1
F R + VPR
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La Méthode de Lindeberg (Chatterjee 2006)

e Avec la notation Z; = (X1,...,Xi, Yit1,..., Yn),On a

n

Ef(X) - Ef(Y) =Y (Ef(Z;) - Ef(Z;_1))
i=1

e Onnote 2% = (X1,...,Xi-1,0, Yiy1,..., Yy). Grice a la
formule de Taylor, on a

1 * 1 *k
[EF(Z)) = EF(Zi)| < EIXISEIGF(ZD)] + clIYilISEI07(Z7)]

e On doit contrdler la borne pour la dérivée partielle d’ordre 3
de f.



Merci de votre attention!
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