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L'équation de Keller-Segel est la suivante : pour t > 0 et x € R?

0fe(x)

) Ve (K5 DA + Aflx). (KS)

o K(x):= ‘X|++1 avec a € (0, 1) est le noyau de champ de force.

@ o =1 pour le cas standard.

@ Modeéle de chimiotaxie : étude du mouvement de cellules
(bactéries ou amibes) qui sont attirées par une substance
chimique qu'elles produisent.
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Le modele

@ Stevens (2000) ~~ convergence d'un systeme de particules en
considérant un noyau régulier.

@ Haskovec, Schmeiser (2011) ~~ convergence de sous-suites
d'un systeme de particules en considérant un noyau avec un
parametre de cutoff.

e Calvez, Corrias (2013) ~~ existence globale et criteres
d’'explosion pour un systeme de particules dans un modele 1-d.
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@ Propagation du chaos de

. . N t . . .
XN = xg" — % > /0 K(XEN — xINYds + V28],
j=Li#i

(syst. part.)

Vi=1,..,N, ol (B');—1, n famille de mouvements
Brownien i.i.d. dans R2.
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@ Propagation du chaos de

. . N t . . .
xpN = xpN - % > /0 K(XEN — X2N)ds + V28],
A
(syst. part.)

Vi=1,..,N, ol (B');—1, n famille de mouvements
Brownien i.i.d. dans R2.

@ vers

Xe = Xo— x //R f.(dx)ds + V2B;,  (eds)

@ (L(X¢))t>0 est solution de (KS).
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Quelques notations

F € Psym((R2)N) avec une densité (et également un moment
d’ordre positif fini).
Entropie : H(F) := % f(Rg)N F(x)log F(x)dx.

o Information de Fisher : /(F) := % Jigeyw W,f((;))lz dx

My(F) = 4 f(R2)N Z,N:l |x;| F(dx) ot x; € R? représente la
i-eme coordonnée de x € (R2)V.
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Quelques notations

F € Psym((R2)N) avec une densité (et également un moment
d’ordre positif fini).
Entropie : H(F) := % f(Rg)N F(x)log F(x)dx.

o Information de Fisher : /(F) := % Jigeyw W,f((;))lz dx.

My(F) = 4 f(R2)N Z,N:l |x;| F(dx) ot x; € R? représente la
i-eme coordonnée de x € (R2)V.
H(FENY = H(f), 1(FEN) =1(f) et My(FoN) = Mi(f).
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Résultats d'existence et d'unicité

Théoreme (C. Quininao, D.G.)

o ac(0,1) et N> 2 fixés.

o Mi(FY) < oo et H(FY) < 0.
Alors

o Il existe une unique solution forte (Xti’N)t207;:1’,,,7N a (syst.
part.).

° X{’N = X{’N p.s. pour tout t > 0 et i # j.

o Il existe C = C(x,supy>z H(FY),supy=o Mi(FY)) telle que
pour tout t > 0et N > 2

HIFNy < Cc1+t), Mi(FN)<c@l+r),

/t I(FN)ds < C(1+t).
0
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an(t) < Ct+ 3 [y 1(FN)ds.
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Résultats d'existence et d'unicité

o H(FN)+ [¥I(FNYds = H(F{) + an(t) ot
an(t) < Ct+ %[5 1(FN)ds.
o E[|XH" — X277 < €, s(I(FN)P + 1), ot y € (0,2) et
B>/2.
© S =1 Y log [ XIN — x|,
e 5, =5y+ M+ R; avec
E[suppo, 77 |Re[] < C Jyf B[ X" — X3N] =@+ D) ds.
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Résultats d'existence et d'unicité

o {L((X}")i=0), N > 2} est tendu dans P(C([0, ), R2)).
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Résultats d'existence et d'unicité

)e>0), N > 2} est tendu dans P(C([0, 00), R?)).
o {L(QN), N > 2} is tight in P(P(C(]0, 00),R?))), ol
QN = %ZN: 5(X,N)

t>0
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Résultats d'existence et d'unicité

o {L((X}M)i20), N > 2} est tendu dans P(C(]0, c0), R2)).
o {L£(QN),N > 2} is tight in P(P(C([0, 00),R?))), ol
— N )
QN - % Z’:]_ 5(Xt/,N)t20.
e La limite f € P(C(]0, 00),R?)) de toute sous-suite

convergente de @V est la loi d'un processus (X;):>o solution
de (eds) vérifiant

T
VYT >0, / I(fs)ds < oo et sup Mi(f) < oco.
0 [0,7]
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Théoreme (C. Quininao, D.G.)

Soient o € (0,1) et fy € P1(R?) telle que H(fy) < oo. Il existe une
unique solution forte (X;)s>0 a (eds) tel que pour un
p>2/(1-a),

(fe)e>0 € Lise([0,00), PL(R?)) N Lipe([0, 00); LP(R?)),

ou f; est la loi de X;.
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Résultats d'existence et d'unicité

Théoreme (C. Quininao, D.G.)

Soient o € (0,1) et fy € P1(R?) telle que H(fy) < oo. Il existe une
unique solution forte (X;)s>0 a (eds) tel que pour un
p>2/(1-a),

(fe)e>0 € Lise([0,00), PL(R?)) N Lipe([0, 00); LP(R?)),

ou f; est la loi de X;.

@ singularité du noyau ~~ contrdlée par les estimées sur la norme
LP de la loi d'une solution.

@ non linéarité de I'EDS ~~ couplage optimal entre la loi de 2
solutions et utilisation de la distance de Wasserstein Wj.
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Théoreme (C. Quininao, D.G.)

Soit € (0,1) et fy € P1(IR?) telle que H(fy) < oco.

(i) Il existe une unique solution f a (KS) telle que

f & L3%.([0, 50), P1(R?)) N L, ([0, o<); LP(R?)) pour un p > 125,
(ii) Cette solution satisfait de plus pour tout T >0

° fo fs)ds < oo,

o V,f € 129/B3a=2)(0, T; LI(R?)) pour tout g € [1,2),

o f € C([0,00); LY(IR?)) N C((0, 00); LP(R?)) pour tout p > 1,
e pour tout 3 € CH(R) N W2™(R) telle que 8" soit continue

loc
par morceaux a support compact,

BeB(F) =x (K * ) - Vi (B(F)) + AxB(F)
= B"(O)|Vxf P+ x B'(£)f(Vx - K % £5),

sur [0,00) x R? dans le sens des distributions.
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Théoreme (C. Quininao, D.G.)
o fy tel que My(fy) < oo et H(fy) < oo.

° (Xé"N),-:l,“,,N famille de variables aléatoires i.i.d. de loi f.
° (XZ’N);Zl,,,,,N,tEO solution de (syst. part.).
@ (Xt)t>o solution de (eds).
N._ 15N . 3
Alors Q" := § > i1, 5(X£’N)t>o converge faiblement vers

L((Xt)r>0) dans P(C((0, c0), R?)).
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Théoreme (C. Quininao, D.G.)
o fy tel que My(fy) < oo et H(fy) < oo.

° (Xé"N),-:l,“,,N famille de variables aléatoires i.i.d. de loi f.
° (XZ’N);Zl,,,,,N,tEO solution de (syst. part.).
@ (Xt)t>o solution de (eds).
N._ 15N . 3
Alors Q" := § > i1, 5(X£’N)t>o converge faiblement vers

L((Xt)r>0) dans P(C((0, c0), R?)).

e Pour tout t >0, QY := % Z,N:l dyi.n converge faiblement
t
vers f; dans P(RR?).
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e Soit f une probabilité sur E. Une suite (FV) de probabilités
symétriques sur EV est entropiquement f-chaotique si
FN — f faiblement dans P(E) et H(FN) — H(f) quand
N — oo, ot F}V désigne la premiere marginale de F".
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o H(f) "‘fo fs)ds = (f())*‘Xl_afofow%,ﬁa(f{)
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o H(fe) + o 1(fs)ds = H(fo) + x(1 = @) [ Je Jee —ﬁ;’xy’ﬁéf{)d
o Li=limsupy |H(FM)+ [ I(FI)ds| < H(R)+ J3 I(
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o H(fe) + o 1(fs)ds = H(fo) + x(1 = @) [ Je Jee —ﬁ;’xy’,‘sz{)d.
o Li=limsupy |H(FM)+ [ I(FI)ds| < H(R)+ J3 I(

o L S H(f:O) + IimsupNXT;a)Zi;éjfo E[W} ds.
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H(f) + [ 1(f)ds = H(fo) + x(1 — a) fofRQfRZ%fa(f{)d.
o Li=limsupy |H(FM)+ [ I(FI)ds| < H(R)+ J3 I(
L < H(fo) + IlmSUpNXT;a)ZI#J fO E[W} ds.

. t 1 _rt fs(dx)fs(dy)
limy o0 fo E[W} ds = [y Jre Jre Tyarr 05
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H(f) + [ 1(f)ds = H(f) + x(1 — a) [ fRQfRZ%@(f{)d.
o Li=limsupy |H(FM)+ [ I(FI)ds| < H(R)+ J3 I(

L < H(f) +limsupy X520 32,5 E[W} .

. fs(dx)fs(d,

limy o0 fotE[m} ds = [y Jge Je %d

ﬁ(Xsl’N, X52’N) converge faiblement vers f; ® f.
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H(f) + [ 1(f)ds = H(fo) + x(1 — a) fofRQfRZ%fa(f{)d.
o Li=limsupy |H(FM)+ [ I(FI)ds| < H(R)+ J3 I(
L < H(fo) + IlmSUpNXT;a)ZI#J fO E[W} ds.

. t t fs(dx)fs(d
iMoo fo E[m} ds = [y Joz Jpo S ds.
ﬁ(Xsl’N, X52’N) converge faiblement vers f; ® f.

o liminfy H(FN) > H(f;) et liminfy [y I(FN)ds >

fot I(fs)ds
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Théoreme (C. Quininao, D.G.)
o fy tel que My(fy) < oo et H(fy) < 0.

o (Xg")i=1,.n famille de variables aléatoires i.i.d. de loi f.
° (Xt"’N),-:l,._,NJZO solution de (syst. part.).
@ (Xt)t>0 solution de (eds).
Alors pour tout t > 0, (X[’N),-:l’n_’,v est entropiquement
Xi-chaotique.
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Théoreme (C. Quininao, D.G.)
o fy tel que My(fy) < oo et H(fy) < 0.

o (Xg")i=1,.n famille de variables aléatoires i.i.d. de loi f.
° (Xt"’N),-:l,._,NJZO solution de (syst. part.).
@ (Xt)t>0 solution de (eds).
Alors pour tout t > 0, (X[’N),-:l’n_’,v est entropiquement
Xi-chaotique.

@ Pour tout t > 0, en notant thl la densité de X,}’N, on a
IimN_>oo HFtI\lI — ﬂfHLl(R2) =0.
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Perspectives

@ Vitesse de convergence du systeme de particules.

@ Se rapprocher du cas critique o = 1.
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Merci pour votre
attention.
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