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Décomposition martingale/cobord pour les suites

Définitions préliminaires

Soit (2, F, ) un espace probabilisé.

Définition
La suite (Xj),c, de variables aléatoires de €2 dans R est strictement stationnaire si pour
tout entier n, les suites (Xj1n);c5 et (X]);c; ont la méme loi.

Soit T: Q — Q bijective, bi-mesurable, et préservant la mesure : u(T1(A)) = u(A)
pour tout A € F.

Si f: Q — R est mesurable, alors la suite (f o Tj)jeZ est strictement stationnaire.
Réciproquement, toute suite strictement stationnaire peut étre représentée de cette
maniére, i.e., (fo T')icz a la méme loi que (Xi)icz pour un certain T et un certain f.

On appelle le quadruplet (Q, F, i, T) un systéme dynamique.
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Décomposition martingale/cobord pour les suites

La décomposition martingale/cobord

Soit (2, F, u, T) un systeme dynamique et M C F une sous-tribu telle que
MC T M.

Théoreme (Gordin, [Gor69])

Si f:  — R est une fonction de carré intégrable M-mesurable telle que
E(f|NiezT'M) =0et

SOIE (1 TEM)| < o,
k>0 2
alors il existe des fonctions m, g: Q — R de carré intégrable telles que
f=m+g—goT,

et m est M-mesurable, E[m | TM] =0 et g est T M-mesurable.

On dit que m est un accroissement d’une martingale (AM).

Le terme g — g o T est appelé cobord.
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Décomposition martingale/cobord pour les suites

Application au théoreéme limite central

On cherche a étudier le comportement asymptotique de S,(f) := Z}Zol foT.

Si T est ergodique, alors

%Sn(m) — VE[m?] - N(0,1) en loi,

ol M(0,1) désigne une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

Comme S,(g —goT)=g—goT", n25,(g —go T) — 0 presque siirement donc en
probabilité.

Donc, sous les conditions 3, ||E (f | T*M)||, < 400 et E (f | Nicz T'M) =0,

1

\/ES,,(f) — E[m?] - N(0,1) en loi.
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Décomposition martingale/cobord pour les suites

Application au principe d'invariance

On pose

[nt]
SPHF)(t Z fo T + (nt — [nt])f o T,
Alors sous les conditions précédentes,
n~Y2SPY(F) — /E[m?] - W en loi dans C[0,1],
ou W est un mouvement brownien standard.

Idées

m Pour les accroissements de martingales m, on dispose d'inégalités sur le maximum
des sommes partielles :

1p/2
E ( max |Sn (m)|p) < CPIE‘SN(m2)o T o/ ,p =2

1<n<

= On peut donc contrdler le module de continuité de n™'/2SP!(m).

= Comme g € L2, n™Y2 maxi<j<n |g o T/| = 0 en probabilité.
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Décomposition ortho-martingale/cobord pour les champs aléatoires

Position du probleme

Objectif : étendre la décomposition martingale/cobord aux champs aléatoires, i.e., aux
processus indexés par Z? (d > 2) au lieu de Z ou N.

Problémes :
bien définir ce qui va jouer le réle de martingale (la notion de passé est moins claire
car on ne dispose pas d'une relation d'ordre total sur Zd);

choix de la sous-tribu qui va jouer le role de M danslecas d =1;

si (Xi)iez et (Y])jez sont deux suites indépendantes, toutes deux i.i.d. de loi
N(0,1), on pose Z;; := X;Y;. C'est un champ de type différence de martingale
J J
pour « toute définition raisonnable » mais on n'a pas de théoréme limite central.
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Décomposition ortho-martingale/cobord pour les champs aléatoires

Notations

Soient s = (s1,...,54),t = (t1,...,ts) € Z7. On dit que s < t si s; < t; pour tout
Jj€{1,...,d} =:(d). On pose min(s,t) := (min(s}, tj}))1<j<d- On note
e:=(0,...,0, 1 ,0,...,0) € Z? pour i € (d).

i

Définition
Une famille (Gi)icze est une filtration commutante si
m G C G; C F pour tous i,j € Z9 vérifiant i < j, et

m pour tous s,t € Z? et toute variable aléatoire bornée Z,

E(E(Z]Gs) | Ge) =E(Z | Gminsyy) -

Définition (cf. [Kho02])

Un champ aléatoire (Xi)yeze est un champ de différences d'ortho-martingales (DOM) s'il
existe une filtration commutante (Gi)ycz telle que Xk est Gk-mesurable pour tout k € Z¢
et E (X« | Gi) = 0 pour tous | < k avec | # k.

v
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Décomposition ortho-martingale/cobord pour les champs aléatoires

Choix de M

Lemme

Soient A, B et C trois sous-tribus de F mutuellement indépendantes. Alors pour toute

v.a. intégrable X,
E(E(X|AVB)|BVvC)=E(X|B).

Soit pour tout k € Z7, T*: Q — Q un opérateur préservant la mesure, de sorte que
T = T%o T' pour tous k, | € Z.

On suppose que & := ho T' sont i.i.d. (par exemple si on prend un systéme dynamique

de type Bernoulli). On pose
M :=o(e,i % 0).

En posant Gi := T "M, on obtient par le lemme une filtration commutante.
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Décomposition ortho-martingale/cobord pour les champs aléatoires

Cas de la dimension d = 2

Soient T* et & comme précédemment, et on pose U'(f)(w) := f(T'w), i € Z°.

Théoreme (ElI Machkouri, G., [EMG14])
Soit f € L2(M), E(f) = 0. On suppose que

zk HE (f | TkelM)H2 < oo et zk HE (f | TkezM)H2 < oo

Alors f admet la décomposition
f=m+ (/ — U1)m1 + (/ — U2)m2 + (/ — Ul)(/ — Uz)g7

otr (U'm)czz est un champ DOM, (U*®2my )0 et (U1 my)x>0 sont des suites DM, et
m, mi, my, g € L2
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Décomposition ortho-martingale/cobord pour les champs aléatoires

Exemple : processus linéaire

Soit (ai,)ijez C R tels que 3, ., a?; < +oo et
frm=Xo=3 3 aijeic.
>0 j>0

Comme

E(f|TM)| = ajemijl| =
(Frrem)], =123

i>k j>0 )

Sk [Ty ek

i>k j>0 k>1

i.J
jzk i20

sont convergentes.
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Décomposition ortho-martingale/cobord pour les champs aléatoires

Cas d > 2 arbitraire

Théoreme (EI Machkouri, G., [EMG14])
Soit f € L3 (M), E(f) = 0. On suppose que

+oo
pour tout s € (d), Z K HE (f | TkesM) H <o
2
k=1

Alors f admet la décomposition

f=m+ > H(/_Ues)mj“l‘]__[ - U,

DCJIC(d) sed
ou
m m, g et my sont de carré intégrable;

m (U'm)icze est un champ de type DOM et pour tout ) C J C (d), (Ujcm,)

iczd— I
est un champ de type DOM.
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Application aux théorémes limites

Principe d'invariance dans C[0, 1]¢

Soit (Xk)keze un champ aléatoire strictement stationnaire. On pose
Sa(t) == > ([0, nt] N R)X
ic(n)d

olt R =]it —1,i1] x --- x]ig — 1, ig] et X la mesure de Lebesgue sur RY. On dit que le
principe d’invariance a lieu si {n~%25,(t);t € [0,1]?},>1 converge en loi dans C[0, 1]¢
vers un drap brownien.

Corollaire

Si f € L? admet la décomposition
f=m+ >  JJ0-U=)m, +H (I — U*)g,
PCIC(d) s€d

oll m et les m; sont des champs de type DOM de carré intégrable et g € 1.2, alors
(f o T*)eza Vérifie le principe d'invariance.
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Application aux théorémes limites

Perspectives

Théoreme limite central en sommant sur des ensembles non rectangulaires.
Principe d’invariance dans le cadre d’espace holderiens.
Loi des logarithmes itérés.

Inégalités de grandes déviations, inégalités exponentielles.
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Application aux théorémes limites
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