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Arbres Markov-branchants

FIGURE — Arbre enraciné, non-étiqueté et non-ordonné
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Arbres Markov-branchants ..finis

Etudier les familles (P,), telles que :

— Si T suit P, alors T a n nceuds,
— Conditionnellement a :

+ Laracine de T donne naissance a p sous-arbres Ty,..., T,
+ T;a n; nceuds,

Alors les T; sont indépendants et de loi P,
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Etudier les familles (P,), telles que :
— Si T suit P, alors T a n nceuds,
- Conditionnellement a :
+ Laracine de T donne naissance a p sous-arbres Ty,..., T,
+ T; a n; nceuds,
Alors les T; sont indépendants et de loi P,
C’est la propriété de Markov-branchante.
(P,), est caractérisée par la maniére de répartir la masse a la
racine.
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Construction

On note P, 'ensemble des partitions de n: A = (Aq,...,A,) dé-
croissantes de somme n.

Pour tout n, soit g, une loi sur P,,_;. On peut construire une suite
(MB}),, de lois Markov-branchantes associée 2 q.

Pour n = 1, arbre trivial : {racine}. Pour n plus grand, on procéde
récursivement :

— On se donne A de loi g,

— Conditionnellement a A = (Aq,...,A,), soient Ty,..., T, des
arbres indépendants de lois respectives MBZ b ,MBZ ,
1 P
- On note T la concaténation de Ty,..., T, et MB sa loi.
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Arbres Markov-branchants ..infinis

Arbre infini

On note P, 'ensemble des partitions (de longueur finie) de I’in-
fini.

Soit goo une probabilité sur P, telle qu'une partition A de loi
goo N’a qu’un bloc infini.
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Arbre infini

On note P, 'ensemble des partitions (de longueur finie) de I'in-
fini.

Soit goo une probabilité sur P, telle qu'une partition A de loi
Joo N’a qu’un bloc infini. On note gy la loi de (A,...,Ap).

On peut construire un arbre Markov-branchant infini associé a
Qn, N = 1 et oo Soit (A, T,) pso une suite i.i.d. telle que :

- Apsuive g« — si Ay = (Aq,...,Ap), T, est la concaténation
de T,SU, e ,Sp) indépendants ou T,Si) suit MBX’,.
On attache alors chaque T, a hauteur n sur une branche infinie.

La loi g« peut étre vue comme une mesure d’immigration.
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Arbres Markov-branchants ..infinis

FiGUre — Arbre Markov-branchant avec immigration
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Limites d’échelle

Onnote t : Py — 6% U(A) = (Aq/n,...,Ap[n,0,0,...) pour
AE P,
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Limites d’échelle

Onnote t : Py — 6% U(A) = (Aq/n,...,Ap[n,0,0,...) pour
A € P, et on pose g, := gy ot .

Une mesure de dislocation est une mesure o-finie v sur E# telle
que v(||s]| # 1) = 0 et qui intégre s —» 1 — s;.

Théoréme (Haas-Miermont, 2012)

S’il existey €]0, 1[ et une mesure de dislocation v tels que :
n'" (1= 51) Go(ds) = (1= s1)v(ds)

Alors :
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Topologie de la limite locale

Pour tout arbre t et R > 0 on note t|g ses R 1°°* générations.

Pour deux arbres t et t' on définit :

dioc(t, ') 1= exp (= inf{R =0 : t|g # t'[g})

Si Ty, n = 1 et T sont des arbres aléatoires alors T, converge en
loi vers T s.s.i. :

Vt,VR =0, P[Tn|R=t|R]—>P[T|R=t|R]
n—o0
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Grands arbres Markov-branchants Limite locale

Limites locales

Pour tout n € N* U {00}, notons A, de loi g,

Théoréeme (P.)

Si pour toute partition finie A on a :
P[(An(z)a ce ,/\,,(p)) = }\] n—>—00) q*(}\)

Alors :
T, -~ MBY,

n—0o0
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Markov-branchante donne :

[T |R+1 - t|R+1]

= > > qnm]‘[ [T lg = toi

o€{ordres} A:p(A)=d

— P[ oo|R+1 = 13|R+1:|

n—oo
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Arbres de GW conditionnés Limite locale

Arbres de Galton-Watson

Soit (Xp,i)n=0,i>1 une famille i.i.d. de
v.a. de loi & sur N.
On définit Zy = Tet pourn=0:

n+1: Zan

On notera GW¢ la loi de I’arbre
codant ce processus.
FIGURE — Arbre de GW
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Arbres de GW conditionnés

Supposons que & soit non-dégénérée et de moyenne 1.

Soit T un arbre de loi GW¢. Pour tout n, notons T, 'arbre T
conditionné a avoir n nceuds.

Cette suite est Markov-branchante et la suite (g,), associée est :

V?\ = (}\1,...,)\,,) € an—h

p

_P[#T = A;]
— =1 ]
gn(A) = #arrangements (Aq,...,A,) &(p) P[#T = 1]
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Arbres de GW conditionnés Limite locale

Limite locale

Posons &(k) := k&(k), i.e. la mesure & biaisée par la taille.
Pour A = (Ay,...,A,) fixéet L=||A]| + 1,0na:

Qn(”— L7}\) p
=#arr. (A, ) E(p+ 1) | [PL#T = A/

i=1

P[#T =n— L]
P[#T = n]

—— Goo(%0,A)

T, converge donc en loi vers un certain To, Markov-branchant :
’arbre de Kesten.
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Arbres de GW conditionnés Limite locale

Associé au processus :
Zn

Zy:=0, Zyg:= Xx,,,, +Y,
i=1

avec (X, ;) i.i.d. de loi &, (V) i.i.d.
tels que Y, + 1 suive &,

FIGURE — Arbre de kesten
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Arbres de GW conditionnés Limite locale

Associé au processus :
Zn

Zy:=0, Zyg:= Xx,,,, +Y,
i=1

avec (X, ;) i.i.d. de loi &, (V) i.i.d.
tels que Y, + 1 suive &,

Les Y, représentent une
immigration : a chaque temps n,
Y, nouveaux individus s’integrent
FIGURE — Arbre de kesten a la population déja en place.
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Arbres de GW conditionnés Volume growth

Probléme

Soit T un arbre de Kesten.
Questions :
— A quelle vitesse la suite (#T(w)|R)R21 croit-elle ?

— A-t-on convergence en loi de #T(°°)|R | ©(R) avec ¢
adéquat?
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Questions :

— A quelle vitesse la suite (#T(w)|R)R21 croit-elle ?

— A-t-on convergence en loi de #T(°°)|R | ©(R) avec ¢

adéquat?

’ e . o0 N ,
Idée : Etudier I'arbre T & une “bonne” échelle.

D’aprés Haas-Miermont : hauteur ~ (masse)’. Un bon candi-
dat pour la vitesse est donc R'Y.
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Arbres de GW conditionnés Volume growth

Limite d’échelle

On suppose maintenant que &(0) = £(2) = 1/2.
Ona:
n'?(1=51) Ga(ds) — (1= 1) vs(ds)

ou vgest la mesure de dislocation brownienne:vB(s1+sz <1)=
0etvg(s; € dx) =[x’ (1-x)°] " d

19/25



Arbres de GW conditionnés Volume growth

Limite d’échelle

On suppose maintenant que &(0) = £(2) = 1/2.
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Arbres de GW conditionnés Volume growth

Limite d’échelle

On suppose maintenant que &(0) = £(2) = 1/2.
Ona:
n'?(1=51) Ga(ds) — (1= 1) vs(ds)

ou vgest la mesure de dislocation brownienne:v3(51+sz <1)=
0etvg(s; € dx) =[x’ (1-x)°] " d

De ce fait : :

—T e
n/2 " nsoo

TB

ou T est I’arbre brownien.
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Arbres de GW conditionnés Volume growth

Arbre brownien avec immigration

Soit /g la mesure d’immigration brownienne, i.e. la mesure sur
R, donnée par Ig(ds) = (7153/2)_1/2 ds.
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{(uj, s;); i = 1} ses atomes.

Soit (7;);»1 une famille i.i.d. et indépendante de £ d’arbres brow-

. . S; ’
niens. Pour tout /i, on pose ‘.T,( ) Parbre T; avec masse s;. On dé-
finit alors :
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Arbre brownien avec immigration

Soit /g la mesure d’immigration brownienne, i.e. la mesure sur
R, donnée par Ig(ds) = (7153/2)_1/2 ds.
Soit £ un PPP sur R, X R, d’intensité d u ® Ig(d s) et notons
{(uj, s;); i = 1} ses atomes.
Soit (7;);»1 une famille i.i.d. et indépendante de £ d’arbres brow-
niens. Pour tout /i, on pose U’,(S’) I’arbre T; avec masse s;. On dé-
finit alors :

IT: ZI>1

C’est un PPPsur Ry X R, X T.

(u,,s,, )

Il est associé a un arbre de fragmentation avec immigration :
(-TB,imm-
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Arbres de GW conditionnés Volume growth

Processus ponctuels sous-jacents

De par sa construction, ()

surRy X Ry X T, :

est associé a un processus ponctuel

Z S(nA,,T,)

n=0

ou les A, sont i.i.d. de loi g4 et T, suit MBj\n.
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Arbres de GW conditionnés Volume growth

Processus ponctuels sous-jacents

(00) S I
est associe aun processus ponctue

Z S(n,A,Ty)

n=0

De par sa construction, T
surRy X Ry X T, :

ou les A, sont i.i.d. de loi g4 et T, suit MBj\n.

Si on passe a I’échelle :
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De par sa construction, T
surRy X Ry X T, :

ou les A, sont i.i.d. de loi g4 et T, suit MBj\n.
Si on passe a I’échelle :
~ 1/R pour les distances — 1/R* pour la masse

Iarbre (1/R, 1/ R*) % 7 =: 7® est associé au processus ponc-
tuel :

Mg 2= ZO6(n/R,/\n/R2,(1/R,1/R2)*Tn)
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On déduit alors que :

My —=— 11

Puis que :
(/RAR) % T = Ty

23/25



Arbres de GW conditionnés Volume growth

Volume growth

On déduit alors que :

Mg —— I
Puis que :
(/RAR) % T = Ty
Et alors :

(o0)
#T |R L
T R_)—oo’ masse (‘TB,imm | 1)
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Merci pour
votre attention!
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