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Objets étudiés

Soit V un processus de Lévy issu de 0.

Fonctionnelle exponentielle :
+oo
(V) = / e V(O gy
0
a déja été intensément étudiée (Bertoin, Yor, ...).

Hypotheése : Les sauts éventuels de V sont tous négatifs (V est
spectrallement négatif).

+oo
(V1) = / eV (gt
0

Questions : Finie ? Queues de distribution ? Propriétés
particulieres ? Densité 7 Régularité de la densité?



(V) £ S+ 1V,
I est connu que /(V) < 400 p.s. si V — +00 p.s., ainsi

I(V!) < +00 p.s.
De plus

~

P(I(VT) <x)~

P(I(V) < x).
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Yy >0, (V1) £ A + e I(V),
ou les termes de droite sont indépendants.

En conséquence /(VT) admet une densité et
I(vh £ > e WAL, avec (A))k>o iid de méme loi que A
k>0
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Moments exponentiels

Hypothése (H1) : Il existe v > 0 tel que E[e™"Y()] < 4-00.

On montre que sous |'hypothése (H1), AY admet des moments
exponentiels.

En combinant avec /(VT) £ S k>0 € A} on obtient :
Théoreme (V. 2015)

(H1) =33 >0, E [MV1)] < o0

Remarques :
» Si V converge vers —oo, I'hypothése (H1) n'est pas nécesaire,

» Ce comportement est trés différent de celui connu pour /(V).



Laplace exponent

Le fait que V n’effectue pas de sauts positifs implique |'existence
d’'une fonction W, telle que

Vt,A>0, E [eAV(t)} — otV

L'expression de Wy est donné par la formule de Lévy-Kintchine :

Q

V() =5

0
P /_Oo(e“ 1 Adpa)(de), (1)

ou :
» Q> 0et~ e R sont des réels,

» v est une mesure telle que [(1 A |x|?)v(dx) < +o0.

On montre que pour X grand :

cA < W) < CX2



Laplace exponent et queues en 0

Hypothése (H2-a) : Pour A grand cA® < Wy, (A) < CA“.
Théoreme (V. 2015)

Sous (H2-a) pour o > 1, il existe deux constantes positives,
Ki, K2 > 0 telles que pour x suffisamment petit

exp (— Klz )SP(I(V)ﬁX)ﬁP(/(VT)SX) < exp (— Kll )

xXa—1

Xxa—1

» On utilise le fait que P (/( vT) < x) ~P(I(V) < x).

» Majoration : On majore les moments entiers de 1//(V) qui
sont connus en fonction de Wy, .

» Minoration : On étudie P(AY < x).



généralement :

L'hypothése (H2-cv) est assez restrictive. On définit plus

o 1= sup {a >0, lim AWy () = oo} )
A—+00

B = inf {a >0, lim AWy (\) = O} .
A—+400

Pour tout 1 < o’ < 0,3 > (3 et tout x suffisamment petit
( 1
exp | ——

ﬁ_) <P(I(V) <x) <P(I(V) < x) Sexp(

1
X
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Laplace exponent et densité

On sait déja que /(V) et I(VT) admettent des densités.

En étudiant A” on obtient la régularité de la densité :

Théoreme (V. 2015)

Sio > 1 et 8 sont tels que
262 —308+0+H—-1<0, 2)

alors les densités de I(V) et I(VT) sont C>, toutes leurs dérivées
convergent vers 0 en +oo et en 0. Si de plus I(V1) admet des
moments 3 tout ordre, alors la densité de I(V1) est dans I'espace
de Schwartz.

Remarque : Sous (H2 — ) pour « > 1,ona o ==« et (2)
devient alors —(a — 1)? < 0.



Diffusions en milieu aléatoire

On considere le processus de diffusion (X(t)):>0 qui se déplace
dans un milieu aléatoire donné par le potentiel V :

dX; = V/(X)dt + dB; 3
Xo=0

Dans I'étude d’une telle diffusion, il faut tenir compte de deux
aléas distincts :

» Celui du au milieu V/,

» Celui du au déplacement aléatoire dans V.

Ici, on prend pour V un processus de Lévy sans sauts positifs qui
converge presque surement vers —oo.

Dans ce cas la diffusion est transiente et converge vers +o00. Soit

k= inf{\ >0, Wy(\) =0}



Temps local

On montre qu'il existe un processus (Lx(t,y), t >0,y € R) qui
satisfait la formule des densités d'occupation :

t
Wt >0, VF e L, / F(Xs)ds = / F(y)Lx(t,y)dy.
0 R

(Lx(t,y),t >0,y € R) est continu en temps et cad-lag en espace.
On I'appelle temps local de la diffusion X.

Supremum du temps local :

Vt >0, Lx(t):=supLx(t,x).
xeR

Théoreme (Andreoletti, Devulder, V. 2015, V. 2016+)
Si0<k<1, Vesta VNBet V(1) e LP (pourunp>1),

Li(t)/t 5T

ot la loi limite T s'exprime en fonction de I(VT) et de I((—V)T").



Limite supérieure quand 0 < kK < 1

On suppose que 0 < k < 1, Vesta VNB et V(1) € LP (p > 1).

On relie le comportement du temps local a la queue a gauche de la
variable /(VT) :

P (I(VT) < x) < exp (—X51> = Iﬂiﬂf t(Iog(Iﬁcf;;((?)))v—l < .

C _ L5(t) —y
P (I(VT) < x) > exp (—le_l> = I;Eigop t(log(lo);(t)))V—l > Cl7,

Si V(t) = W(t) — 4t il faut remplacer /(VT) par /(VT) +1I(vh
ot (V1) est une copie indépendante de /( V7).



Limite supérieure quand 0 < kK < 1

En combinant avec les résultats sur la queue 3 gauche de /(V1) :

><P(/(VT)<X)<GXP<_ 11 ),

X B'—1

Vo' < 0,8 > B, exp (—

xo'-1
on obtient :

Théoreme (V. 2016+)
Si0<k<1, VestaVNBet V(1) € LP (pourunp>1) ona

presque surement

Y- N
R e T ) L “

et

(t
sioc > 1, Vo' €]1,0], limsup £x(1) —
t—too t(log(log(t)))”

= +00. (5)



Limite supérieure quand 0 < kK < 1

Sous (H2-a) : Jc, C > 0 tels que cA® < Wy (X)) < CA®, pour
a > 1 on avait :

K K
3K Ko > 0, exp<— f)sw(/(vT)sX)Sexp(— 3)

Xxa—-1 X a—1

Théoreme (V. 2016+)

Si0<k<1 Vesta VNB, V(1) € LP (p > 1) et (H2-a) est
satisfaite alors presque surement

: Lx(1)
0 <lims X < +o00.
o0 t(log(log(£)* T
En particulier si V(t) = W(t) — 5t alors
Lx(t) 1

IMP Hlog(log(2))) ~ 8
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