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Processus de contact

Un processus de contact {&,t > 0} est un processus de Markov a valeurs dans
{0,1}%" . Soit z € 77
@ z est mort (ou sain) si &(z) = 0.
=1,

@ z est vivant (ou infecté) si &;(z
L'évolution du systéme est :

@ un site vivant meurt avec un taux 1,

@ un site mort nait avec un taux dépendant de son nombre de voisins vivants,

v

L'état initial & du processus est un ensemble fini de Z9, souvent {0}.
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Soit A = (Aj)ien la suite des paramétres de naissance :
Q Vi, \i € R" et \p =0,
@ ()\;); est croissante,

Q limi_ o \j = Ao < 0.
Soit 4 > 0 paramétre de maturation et f : Z¢ — N une fonction & support fini.

A.Deshayes (IECL) Processus de contact avec vieillissement JPS 2014 Forges-Les-Eaux 5 /18



Soit A = (Aj)ien la suite des paramétres de naissance :
Q Vi, \i € R" et \p =0,
@ ()\;); est croissante,
Q limi_ oo \j = Moo < 0.

Soit 4 > 0 paramétre de maturation et f : Z¢ — N une fonction & support fini.

Définition

Un PCV {¢&f,t > 0} est un processus de Markov a valeurs dans NZ* avec o=".
Soit z € Z9 et k € N* :

@ z est mort (ou sain) si £f(z) =0,
o z est vivant (ou infecté) d'age k si ¢f(z) = k.
L'évolution du systéme est :
@ un site vivant meurt avec un taux 1,
@ un site nait avec un taux dépendant de son nombre de voisins vivants et de
leurs ages : >,/ i1 Ak (21
@ chaque nouveau né a |'age 1,

@ un site d'age n passe a I'dge n+ 1 a taux .
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Pour t > 0 on note :

AL = supp & = {x € Z7;¢[(x) # 0},

I'ensemble des points vivants au temps t.

Premiéres propriétés

Soient f,g: Z? - Net t > 0.
o Le PCV est attractif ie f < g = ¢f <¢f et Al < A%,
o Le PCV est additif i.e ¢fV8 = ¢f v ¢f;
@ Le PCV est monotone par rapport a ses paramétres :

e croissant par rapport aux paramétres de naissance et maturation.

But : Montrer un théoréme de forme asymptotique pour | J._, A;.
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Survie du processus de contact

Définition

On dit qu'il y a  survie si P(Vt, 10 0) > 0.
extinction si P(vt, ¢° #0) = 0.

Valeur critique pour le PC : \.(Z9)
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Survie du processus de contact

Définition

On dit qu'il y a  survie si P(Vt, 10 0) > 0.

00
S ©) oy —
extinction si P(Vt, £ #0) = 0. " >
Valeur critique pour le PC : \.(Z9) T 7d
0

Transition de phase [Harris, 74]

Il existe une valeur critique A € ]0,+o0o] tel que :
@ si A < )\, extinction,
@ si A > )\, survie.
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Survie du processus de contact

Définition

On dit qu'il y a  survie si P(Vt, 10 0) > 0.

00
S ©) oy —
extinction si P(Vt, £ #0) = 0. " >
Valeur critique pour le PC : \.(Z9) T 7d
0

Transition de phase [Harris, 74]

Il existe une valeur critique A € ]0,+o0o] tel que :
@ si A < )\, extinction,
@ si A > )\, survie.

Au point critique ? [Bezuidenhout et Grimmett, 91]

A = Ac, extinction.
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Krone définit une quantité similaire :
Ac(7) = inf {A : Py, (vt >0, (0@ @) > 0} .

0(2) : le site 0 dans I'état adulte.
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Krone définit une quantité similaire :
Ae(r) =inf {20 Py (ve>0, 0P 2 0) > 0}
0(2) : le site 0 dans I'état adulte.

A

survie

Ve

Ax = A(PC). 7« > 0 pour d =1 par Krone (1999) et d > 1 par Foxall (2014).
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Région de survie du PCV :
S, ={N€eRY, croissante / Py, (Vt >0, & #0)>0}.

@ SiAe S, on a survie.

@ SiA¢ S, on a extinction.
@ Soient A= (Aj)iet N =(X)i. SiA€ S, et Vi, A\ < N alors N € S,,.
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Région de survie du PCV :
S, ={N€eRY, croissante / Py, (Vt >0, & #0)>0}.

@ SiAe S, on a survie.

@ SiA¢ S, on a extinction.
@ Soient A= (Aj)iet N =(X)i. SiA€ S, et Vi, A\ < N alors N € S,,.

Si Vi, A\i > Ac(PC), alors on a survie.
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Région de survie du PCV :

S, ={N€eRY, croissante / Py, (Vt >0, & #0)>0}.

@ SiAe S, on a survie.
@ SiA¢ S, on a extinction.
@ Soient A= (Aj)iet N =(X)i. SiA€ S, et Vi, A\ < N alors N € S,,.

Si Vi, A\i > Ac(PC), alors on a survie.

Zone critique non triviale

Pour tout m € N, tous Aq, ..., Ay, fixés, il existe A\, 11 et 7 tels que
Pa,, (Vt >0, & #0) > 0.
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Pour montrer un Théoréme de Forme Asymptotique...

Soient A, tels que Py (Vt >0, o £ 0) > 0.
On veut montrer un théoréme de forme asymptotique pour le PCV :

Théoréme

Il existe une norme 1 sur RY telle que pour tout € > 0, pour toute f : Z¢ — N a
support fini, presque siirement,

f
vVt >0, (1-¢)B, C Tt C (1+¢€)B,,

avec Hf = Us<: AL 4-[0,1]¢ et B,, la boule unité de .

I:I{ est (presque) I'ensemble des points nés avant t.
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Il existe une norme 1 sur RY telle que pour tout € > 0, pour toute f : Z¢ — N a
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f
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avec Hf = Us<: AL 4-[0,1]¢ et B,, la boule unité de .

I:I{ est (presque) I'ensemble des points nés avant t.

@ Croissance au plus linéaire

Z2
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Pour montrer un Théoréme de Forme Asymptotique...

Soient A, tels que Py (Vt >0, o £ 0) > 0.
On veut montrer un théoréme de forme asymptotique pour le PCV :
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Pour montrer un Théoréme de Forme Asymptotique...

Soient A, tels que Py (Vt >0, o £ 0) > 0.
On veut montrer un théoréme de forme asymptotique pour le PCV :

Théoréme

Il existe une norme 1 sur RY telle que pour tout € > 0, pour toute f : Z¢ — N a
support fini, presque siirement,

bf
vVt >0, (1-¢)B, C Tt C (1+¢€)By,
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~ , . — B
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. ., ct
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Z
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Croissance au plus linéaire

Soient A, tels que Py (Vt >0¢&° £ 0) > 0.

o Hf = Us<Af I'ensemble des points nés avant t
@ Soit (7;): un processus de Richardson (processus de contact sans mort)
o Br—1{y€Z?: |yl < R)

Il existe M, A, B tels que pour tout t > 0, P(n: € Bu:) < Aexp(—Bt).
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Croissance au plus linéaire

Soient A, tels que Py (Vt >0¢&° £ 0) > 0.

o Hf = Us<Af I'ensemble des points nés avant t
@ Soit (7;): un processus de Richardson (processus de contact sans mort)
o Br—1{y€Z?: |yl < R)

Il existe M, A, B tels que pour tout t > 0, P(n: € Bu:) < Aexp(—Bt).

Il existe A, B, M tels que pour toute f : Z¢ — N & support fini et tout t > 0

P(H] ¢ Bur) < P(n: € Bue) < Aexp(—Bt).
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Croissance au moins linéaire

@ Evénement de bloc
@ Percolation background

© Estimées souhaitées
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Croissance au moins linéaire

@ Evénement de bloc

@ Percolation background

A.Deshayes (IECL) ¥ avec vieilli JPS 2014 Forges-Les-Eaux

12 / 18



Croissance exactement linéaire — TFA

tf(x) = inf{t > 0:¢f(x) # 0} temps d'atteinte de x.
Htf ={xe VAR tf(x) < t}.

t(nx)

@ Soit x € Z9. On veut montrer la convergence de * quand n — oo.

@ Théoréme ergodique sous additif (ou presque) de ngman :

t((n + p)x) < t(nx) + t(px) o translation spatio-temporelle.
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Croissance exactement linéaire — TFA

tf(x) = inf{t > 0:¢f(x) # 0} temps d'atteinte de x.
Htf ={xe VAR tf(x) < t}.

t(nx)

@ Soit x € Z9. On veut montrer la convergence de * quand n — oo.

@ Théoréme ergodique sous additif (ou presque) de ngman :

t((n + p)x) < t(nx) + t(px) o translation spatio-temporelle.

t(x) | t(x) sous P
intégrabilité NON Ooul
stationnarité Oul NON

(presque) sous additivité | OUI NON
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Croissance exactement linéaire — TFA

t(x) | t(x) sous P | o sous P
intégrabilité NON Oul Oul
stationnarité Oul NON oul

presque sous additivité | OUI NON Oul
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Croissance exactement linéaire — TFA

t(x) | t(x) sous P | o sous P
intégrabilité NON Oul Oul
stationnarité Oul NON oul

presque sous additivité | OUI NON Oul

@ o vérifie les mémes croissances d'ordre linéaire que t.
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Croissance exactement linéaire — TFA

t(x) | t(x) sous P | o sous P
intégrabilité NON Oul Oul
stationnarité Oul NON oul

presque sous additivité | OUI NON Oul

@ o vérifie les mémes croissances d'ordre linéaire que t.

o TFA pour o grace au théoréme presque sous additif de Kesten-
Hammersley(74) :

o((n+ p)x) < o(nx) + o(px) o translation spatio-temporelle 4+ quantité contrélée.
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Croissance exactement linéaire — TFA

t(x) | t(x) sous P | o sous P
intégrabilité NON Oul Oul
stationnarité Oul NON oul

presque sous additivité | OUI NON Oul

@ o vérifie les mémes croissances d'ordre linéaire que t.

o TFA pour o grace au théoréme presque sous additif de Kesten-
Hammersley(74) :

o((n+ p)x) < o(nx) + o(px) o translation spatio-temporelle 4+ quantité contrélée.

@ « Uniforme Continuité »de o.
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Croissance exactement linéaire — TFA

t(x) | t(x) sous P | o sous P
intégrabilité NON Oul Oul
stationnarité Oul NON oul

presque sous additivité | OUI NON Oul

@ o vérifie les mémes croissances d'ordre linéaire que t.

o TFA pour o grace au théoréme presque sous additif de Kesten-
Hammersley(74) :

o((n+ p)x) < o(nx) + o(px) o translation spatio-temporelle 4+ quantité contrélée.

@ « Uniforme Continuité »de o.

@ Controle de la différence entre t et 0 — TFA pour t.
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Merci pour votre attention

Lﬁ DANSE, C EST
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Croissance au moins linéaire

@ Evénement de bloc
@ Percolation background

© Estimées souhaitées
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Croissance au moins linéaire

@ Evénement de bloc

Si survie alors Ve > 0 dn, a, b, la probabilité de I'événement est supérieur 3 1 — e.

t
6b
(v, t)
bﬂ
—-a 0 +a ba X
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Croissance au moins linéaire

@ Evénement de bloc
@ Percolation background

@ Estimées souhaitées
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Croissance au moins linéaire

@ Percolation background

ﬁ (j—1,.k+1) G+1,k+1)
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