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Equation de la chaleur dans un médium sans dérive

8,(?(% t) = A¢(x7 t)

@ ¢(x,1) est utilisé pour
représenter la température
a l'instant ¢ au point x

@ Condition initial

¢(x,0) = ¢o(x), ¢ € C'

@ Condition sur le bord
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Equation de la chaleur dans un médium avec dérive

at¢(x7 t) = A¢(x7 t) +u- Vd)(x’ t)

@ u est un champ de vecteurs
qui donne la vitesse du liquide

@ O flot associé a I'équation x = u(x)

@ Divu = 0, le flot incompressible

®,(x) la position d’'un atome du liquide apres temps 7 qui part de
position de x,(Po(x) = x).
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Accélerer la dérive

8,¢(X, t) = A(Z)(X, t) +Au - ng(x, t)

@ ¥ =Au(x),AeR
@ d4(x) le flot accéléré

f (x) = ar(x)

Comment réagit la diffusion de la chaleur quand on accélére la
dérive ?
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Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de
dimension d

G0 (1) = Au- Vr (x,1) + Adt (x, 1),

1
4 (x,0) = dox). 0
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Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de
dimension d

{;wuw—vawuw+Aw@ﬁ,

4 (x,0) = dox). 0

ou
A : I'opérateur de Laplace-Beltrami
V : dérivée covariante (gradient)
u : champ vectoriel divergence zéro
AeR
Sy @odx =0 = [, #*(x, t)dx = 0 pour tout ¢
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Linégalité suivante est bien connue

[ (0)]] < Kae™™" [|boll ,
ou
||| : 1a norme L? sur (M, voly;)
pa - le trou spectral de 'opérateur Ly = A + Au - V

pa = inf{—Re), A € SpecLy\{0}}

K4 : une constante positive non explicite.

Si A est fixé alors ||¢*(¢)|| — 0 quand 7 — occ.
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ou
||| : la norme L? sur (M, voly;)
pa - le trou spectral de 'opérateur Ly = A + Au -V,

pa = inf{—ReX, A € SpecL,\{0}}
K, : une constante positive non explicite.
Si A est fixé alors ||¢*(1)|| — 0 quand t — .
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Linégalité suivante est bien connue

|64 ()| < Kae " |0l »

||| : la norme L? sur (M, voly;)
pa - le trou spectral de 'opérateur Ly = A + Au -V,

pa = inf{—ReX, A € SpecL,\{0}}
K, : une constante positive non explicite.

Si A est fixé alors ||¢*(1)|| — 0 quand t — .

? Ce qui se passe sitestfixéetA — o0 ?
S
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Soit H' := {p € L?, [ ¢dx =0, [ |[Vi|*dx < 0o} .

Théoreme (Franke, Hwang, Pai et Sheu 2010)

1
lim py = 1nf1nf{2/|V¢|2a’x,H¢|| = 1,¢eH;}

|A|—o00

avecH}L = {g{) e H ,uV¢ =" i,uqﬁ}.
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Soit H' := {p € L?, [ ¢dx =0, [ |[Vi|*dx < 0o} .

Théoreme (Franke, Hwang, Pai et Sheu 2010)

1
lim py = 1nf1nf{2/|V¢|2a’x,H¢|| = 1,¢eH;}

|A|—o00

avecH)L = {g{) e H ,uV¢ =" i,uqﬁ}.

Lorsque H/, = ) pour tout 1 on a ps 1 co pour |A| 1 occ.

Ceci est par exemple le cas si le flot généré par u est
faiblement mélangeant.
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Théoréme (Constantin, Kiselev, Ryzhik, et Zlatos 2008)

Si l'opérateur u - V n’a pas de fonction propre dans H', alors
pour tous ,d > 0 fixés, il existe A(t,9) telle que

HQSA(.,T)H <0

pour tout A > A(r,9).

On appelle ce phénoméne la relaxation.

Lorsque H, = () pour tout 1 on a ps 1 co pour |A| 1 occ.
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Théoréme (Constantin, Kiselev, Ryzhik, et Zlatos 2008)

Si l'opérateur u - V n’a pas de fonction propre dans H', alors
pour tous ,d > 0 fixés, il existe A(t,9) telle que

HQSA(.,T)H <0

pour tout A > A(r,9).

On appelle ce phénoméne la relaxation.

Lorsque H, = () pour tout 1 on a ps 1 co pour |A| 1 occ.

?
‘

A quelle vitesse ||¢*(., 7)|| tend vers 0?
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Supposition (Décroissance de la corrélation)

Supposons il existe trois constantes positives C;, C,, k > 0
telles que pour tout fi,f, € C*(M) ett > 0, nous avons

|{fi.f2 0 @) = (fi, (L) < Cre™ fillew 1ollex -
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Supposition (Décroissance de la corrélation)

Supposons il existe trois constantes positives C;, C,, k > 0
telles que pour tout fi,f, € C*(M) ett > 0, nous avons

|{fi.f2 0 @) = (fi, (L) < Cre™ fillew 1ollex -

Théoréeme (Franke - Nguyen [4])

Si (®,)cr satisfait le décroissance de la corrélation, alors pour
toutt > 0 il existe trois constantes A;, ©;,= > 0 telles que

|6 (2)|| < exp [—@t(ln(EA))m} pour tout A > A,.

Thi Hien NGUYEN La vitesse de relaxation



Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

Soit ¢ (¢) = ¢¢(t/¢), nous travaillons avec I'équation équivalente

{iw(s) = (- V + eA)ge(s), )

¢(0) = ¢o-
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{iqﬂs) = (- V o+ ed)6(s),
#(0) = do.

Constantin et al. ont montré que pour tout 7 et §, il existe un
€0(0) tel que Ve < €p(0), on a ||¢c(7/€)|| < o.
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Soit ¢ (¢) = ¢¢(t/¢), nous travaillons avec I'équation équivalente

{iws) = (- V + eA)ge(s), )

¢(0) = ¢o-

Constantin et al. ont montré que pour tout 7 et §, il existe un
€0(0) tel que Ve < €p(0), on a ||¢c(7/€)|| < o.

Nous allons chercher une fonction explicite ¢**P!(§) avec
e*PL(§) < €0(5). Ga nous donne

|

qﬁeexpl(é)(r/ee"l"(é))H < 4, pour tout 4.
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

Soit ¢ (¢) = ¢¢(t/¢), nous travaillons avec I'équation équivalente

{iqﬂs) = (- V o+ eA)(s),

2
#(0) = o. @

Constantin et al. ont montré que pour tout 7 et §, il existe un
€0(0) tel que Ve < €p(0), on a ||¢c(7/€)|| < o.

Nous allons chercher une fonction explicite €*P!(§) avec
e*PL(§) < €0(5). Ga nous donne

|

La fonction «*P!(§) a une fonction inverse explicite §°*P!(¢). Donc

qﬁeexpl(é)(r/ee"l"(é))H < 4, pour tout 4.

|¢€ (7/€)|| < 6%P!(€), pour tout e suffisamment petit.
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@ Soit N un entier positive tel que e*7/80 < .

@ Soit 7y tel que pour tout T > 71, d’aprés théoréme de

R.AG.E

1

1 /7 )
— < .
T/o [Pn(f o ®)||”dt < 20 (3)
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@ Soit N un entier positive tel que e*7/80 < .

@ Soit 7y tel que pour tout T > 71, d’aprés théoréme de

R.AG.E

1

1 [T )
= < —.
T/o |Pn(f o ®;)||"dt < 20 (3)

@ Soit ¢y(0) tel que

(0) < min T !
€ T
0 2117 20\ [y B3(1)dt

ici, B(t) = d* [1@e|pip
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@ Soit N un entier positive tel que e*7/80 < .

@ Soit 7y tel que pour tout T > 71, d’aprés théoréme de

R.AG.E

1

1 [T )
= < —.
T/o |Pn(f o ®;)||"dt < 20 (3)

@ Soit ¢y(0) tel que

(0) < min T !
€ T
0 2117 20\ [y B3(1)dt

ici, B(t) = d* [1@e|pip

Alors, pour trouver ¢*P!(§), on va chercher des expressions
pour 7 et \y. Autrement dit, on va trouver une version explicite
du théoréme de R.A.G.E et la formule de Weyl.
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

Soient 0 < A\ < A, < ... les valeurs propres correspondantes
aux fonctions propres ¢1, 2, ... du Laplacien. Notons
N(x) = -5 < 1, la fonction de comptage.
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Soient 0 < A\ < A, < ... les valeurs propres correspondantes
aux fonctions propres ¢1, 2, ... du Laplacien. Notons
N(x) =32, <. 1, lafonction de comptage.

Formule asymptotique de Weyl

N(x) = (2m) wa(M) x* + 0(x"T), (4)
Qy

ol wy est le volume du disque unitaire dans R<.
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Soient 0 < A\ < A, < ... les valeurs propres correspondantes
aux fonctions propres ¢1, 2, ... du Laplacien. Notons
N(x) =32, <. 1, lafonction de comptage.

Formule asymptotique de Weyl

N(x) = (2m) wa(M) x* + 0(x"T), (4)
Qy

ol wy est le volume du disque unitaire dans R<.
Cette formule nous donne un N explicite.
Il existe alors une constante C;> 0

d
2

N(x) < (Qd + c3x*%) x (5)
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

D’aprés le théoreme Plongement de Soboley, il existe un
constant C, > 0 tel que pour tout n > 1

d+2m42

[enller < Callenll, g 1nn = Catn
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

D’aprés le théoreme Plongement de Soboley, il existe un
constant C, > 0 tel que pour tout n > 1

d+2m42

[enller < Callenll, g 1nn = Catn

Soit

2
Cs 1= 93d/2+n+195180(2&‘ (6)
2

Rappelons C;, C, viennent de supposition décroissance de la
corrélation

[(fi.f2 0 @) = (fi, (L) < Cre™ fillex allen

pour tous fi,f, € C*(M) et t > 0.
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E
Proposition

Si (®,):cr Satisfait la décroissance de la corrélation. Pour tous
N, T > 0 et pour toute fonction f € H avec ||f|| = 1 nous avons

\/ZTC4 )\d+2m+2
JTCG, N

1 T
/ HPN(fo <I>t)H2dt S
T Jo
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Proposition

Si (®,):cr Satisfait la décroissance de la corrélation. Pour tous
N, T > 0 et pour toute fonction f € H avec ||f|| = 1 nous avons

\/ZTC4 )\d+2m+2
JTCG, N

1 T
/ HPN(fo <I>t)H2dt S
T Jo

ou Py est la projection orthogonale sur le sous-espace
engendré par les N premiers vecteurs propres.
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E
Proposition

Si (®,):cr Satisfait la décroissance de la corrélation. Pour tous
N, T > 0 et pour toute fonction f € H avec ||f|| = 1 nous avons

\/ZTC4 )\d+2m+2
JTCG, N

1 T
/ HPN(fo <I>t)H2dt S
T Jo

ou Py est la projection orthogonale sur le sous-espace
engendré par les N premiers vecteurs propres.

Cette proposition nous donne un 7| explicite.
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

Théoréme (Résultat principal)

Si (®,)cr satisfait le décroissance de la corrélation, alors pour
tout t > 0 il existe trois constantes A;, ©,, = > 0 telles que

|62 (2)|| < exp [—@t(ln(EA))deZnH} pour tout A > A,.
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Idée de la preuve Préliminaires Formule de Weyl Sobolev Embedding R.A.G.E

Théoréme (Résultat principal)

Si (®,)cr satisfait le décroissance de la corrélation, alors pour
tout t > 0 il existe trois constantes A;, ©,, = > 0 telles que

|62 (2)|| < exp [—@t(ln(EA))deZnH} pour tout A > A,.

== Olele gt 1 )
90d* 1790 Cs(1 + 2||ul|Lip)

904"
Cs ||l ip

¢ exp

1 2 2 2 1 3d/24k+1
(1 + 2Ju||Lip) Cs max{l7 (G417 (26) } )

Q0 Q3 ' 90d%
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Sur le tore T2 = [0, 1],
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Sur le tore T2 = [0, 1]2, les valeurs propres de —A sur le tore

sont
A€ {(2m)*(m® +n?), (m,n) € 2%},

correspondants avec les fonctions propres 2 (mtm),
La fonction de comptage est explicite :

Zl— {mn € 7% :m? +n? <m}
A<x
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Sur le tore T2 = [0, 1]2, les valeurs propres de —A sur le tore
sont
A€ {(2m)*(m* +n?), (m,n) € Z°},

correspondants avec les fonctions propres 2 (mtm),
La fonction de comptage est explicite :

Zl— {mn € 7% :m? +n? <m}
A<x

Pour tout x > 0 nous avons

N(x) < (Va/m+1)?
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Sur le tore T2 = [0, 1]2, les valeurs propres de —A sur le tore
sont
A€ {(2m)*(m* +n?), (m,n) € Z°},

correspondants avec les fonctions propres 2 (mtm),
La fonction de comptage est explicite :

Zl— {mn € 7% :m? +n? <m}
A<x

Pour tout x > 0 nous avons
N(x) < (Vajmt1)?

Pour tout ¢, et x > 0, nous avons

lnllen < 252077

Thi Hien NGUYEN La vitesse de relaxation



Exemple

Théoréme (La vitesse de relaxation sur le tore)

Si (®,)er satisfait la condition décroissance de la corrélation,
alors pour tout > 0, on a

. 2
Cort : 2r+4
)‘¢A(T)“ <ep |- T ( o - (||MHLlpA)) 3
80 | \ Cam* + 1600C [Jul|Lipr22" 10d*
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Exemple

Théoréme (La vitesse de relaxation sur le tore)

Si (®,)er satisfait la condition décroissance de la corrélation,
alors pour tout > 0, on a

. 2
Cort : 2r+4
)‘¢A(T)“ <ep |- T ( o - (||MHLlpA)) 3
80 | \ Cam* + 1600C [Jul|Lipr22" 10d*

ou A satisfait

1600C, [[ul|pip<22" 2rt4
10d* exp [(1 + lgﬂip” ) ( 90[1147 + 37r) ]

lullip

A >
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